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摘 要

神经网络因其在非结构化数据上的优异表现而被广泛应用于图像、语音、自然

语言处理等领域。然而神经网络理论基础目前相对薄弱，其诸多现象与问题并没有

较好的理论支撑与解释，也因此成为了研究的热点与难点。神经网络理论研究的关

键便是找到其独特泛化表现的理论依据，如为什么过参数化的神经网络模型依然保

有较好的泛化能力。解释神经网络泛化误差二次下降现象，便是神经网络泛化性能

研究中的一个重要组成部分。

传统机器学习理论中的偏差方差分析指出，随着模型的复杂度不断增加，虽然

其偏差在不断下降，但是方差会不断上升，从而导致泛化误差呈现出先下降再上升

的趋势。然而，神经网络的泛化误差有时会出现二次下降现象，即神经网络泛化误

差随着模型复杂度的增加首先呈现经典的 U型曲线，但后期却又会再次下降。最近
研究人员发现，二次下降现象同样还出现在了训练过程中：随着训练回合数的增加，

神经网络在测试集上的误差先下降，然后到达早停点后由于过拟合开始上升，最后

在某个训练回合又会再次下降。神经网络这些现象都与传统的机器学习理论相违背，

需要新的理论来解释其泛化能力的独特表现。

该论文研究了训练回合增加情况下的泛化误差二次下降现象。首先我们分析了

分段线性神经网络片状输出地形的几何特性，论证了神经网络输出地形复杂度与其

泛化能力之间的紧密联系。考虑到片状输出地形分析的局限性，我们提出了一种新

的计算输出地形频谱的方法来解释神经网络泛化误差二次下降现象。过去的研究表

明神经网络具有频谱偏好，即模型在训练过程中会从低频到高频地拟合目标输出地

形。然而我们的研究表明，频谱偏好的单调性并不总是成立，而正是这种非单调性

引起了模型泛化误差的第二次下降。为了进一步验证这种非单调性，我们对训练过

程中神经网络的泛化误差进行了偏差方差分解。实验发现方差项并非如传统机器学

习理论所说那样持续上升，而是会在训练后期由增加变为下降，进而使得模型泛化

误差二次下降。基于该分析，我们提出了一个新的指标来度量方差项的引入程度。

该指标能够仅在训练集上进行计算，但其变化趋势却能与泛化误差保持一致，也因

此该指标可以在不使用校验集的情况下指示早停点。

该论文反驳了过去研究假定的学习偏好单调性，从实验上证明了正是非单调变

化的学习偏好导致了神经网络泛化误差二次下降这个反常现象的出现。该研究对神

经网络泛化性能的研究起到了一定的积极作用。

关键词：深度学习 神经网络 泛化能力 误差二次下降
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Abstract

Due to the extraordinary performance of Deep Neural Networks (DNNs) on unstruc-
tured data, they have been widely applied in computer vision, speech recognition, natural
language processing, etc. Despite of DNN’s popularity in practice, its basic theory has
not been completely understood yet, resulting in several unusual phenomena that cannot be
explained by the traditional learning theory. The core step to understand DNNs is to fig-
ure out their unconventional generalization ability, e.g., why over-parameterized DNNs can
still generalize well with extremely large model complexity. Exploring the double descent
phenomenon of DNNs is a very essential part to achieve that.

The bias-variance analysis in statistic learning theory shows that, though the bias ter-
m keeps reducing with the growth of the model complexity, the variance term gradually
increases, leading to a classical U-shaped curve of the generalization error. However, re-
cent studies have discovered that DNNs demonstrate a double descent phenomenon, i.e., the
generalization error sometimes decreases again after the U-shaped curve. More recently,
it has been found that the double descent phenomenon also exists in the training process,
i.e., it occurs when increasing training epochs. These unconventional behaviors of DNNs
cannot be explained by traditional learning theory and hence require more exploration on
their underlying causes.

This paper studies the epoch-wise double descent phenomenon of DNNs. We analyze
the geometric properties of DNN’s piecewise-linear prediction landscape and demonstrate
the connection between its generalization performance and the complexity of its prediction
landscape. Based on this finding, we propose an approach to calculating the spectrum of
DNN’s prediction landscape, which can be further utilized to explain the epoch-wise double
descent phenomenon. The previous studies found that DNNs have a spectral bias to learn
target functions monotonically from low to high frequencies during training. However, we
show that the high-frequency components of DNNs diminish in the late stage of training,
leading to the second descent of the test error. To further verify the nonmonotonicity of
learning bias, we perform the bias-variance decomposition on the test error at every training
epoch. We show that the variance term changes from increase to decrease in the training
process, which causes the epoch-wise double descent. Based on our analysis, we design a
new metric to measure the variance introduced by the optimization process. This metric is
calculated on the training set alone but correlates well with the test error. As a result, early
stopping point can be illustrated with no validation set.

II
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This paper shows that the monotonicity of learning bias, which was assumed by the
previous studies, does not always hold. We empirically show that it is the nonmonotonicity
of learning bias that causes the epoch-wise double descent. Our study benefits the under-
standing of DNN’s generalization ability.

Key words:Deep learning Neural network Generalization Double descent
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1 绪论

1.1 研究背景与意义

机器学习（Machine Learning）旨在通过设计模型与算法来自动化地从数据中抽
取表示形式、挖掘潜在关系、提炼内部信息，因此机器学习算法已经被广泛应用于

科技、军事、金融以及医疗等领域 [1]。近几十年来，随着互联网的不断发展及其用

户群体的不断扩大，用户端每天的手机、电脑、可穿戴设备等电子产品会产生大量

的数据等待分析。面对这样海量的数据，我们显然不可能使用人工的方法来分析与

检测，因此机器学习提供的自动分析数据的模型与算法便受到了更多的关注与重

视。

一般而言，机器学习中常见的数据分析流程大体上可以分为数据模块、模型算

法、下游任务这三个模块，其具体的形式如图1-1所示。这里我们主要详细介绍数据
模块以及模型算法。数据模块包含了数据采集、数据预处理以及特征提取。以生理

信号数据为例，通常我们会通过可穿戴式设备上的传感器采集用户的生理信号，然

后清洗数据并在其上提取可用特征以便后续分析。通常而言当用户端确定以后，数

据采集的形式便大体确定了下来，因此我们必需先根据下游任务的具体要求来制定

用户端。

当数据特征提取好以后，便需要使用模型算法模块来抽取数据与任务之间的关

系。其中一个重要的步骤是根据数据集的分布特征、输出类型、训练样本量等信息

来选择合适的模型。模型与特征之间的匹配度通常决定了这个模型泛化性能的上限，

然后我们便需要使用训练集训练该模型。对于参数化模型而言，优化算法在训练过

程中扮演着重要的角色。通过组合不同的优化策略以及超参数，同样的模型往往具

有着差异较大的泛化性能。这时我们便需要建立一个筛选模型的评估指标，从中选

出最合适的模型。模型评估指标是机器学习算法的核心，由下游任务的具体要求而

定并且指导了整个模型的训练筛选过程。由于模型类型丰富、函数空间较大、优化

策略多样等多种原因，我们往往需要根据先验知识来不断尝试这些组合，也因此模

型的训练往往是一个迭代更新以及不断试错的过程。

在具有海量数据的情况下，模型训练的过程往往显得非常耗时，这大大增加了

训练模型时试错的时间成本与硬件能源损耗。在尝试不同超参组合、模型类型时，

如何有效降低试错成本便成为了一个极其重要的问题，其核心在于如何有效地去除

掉理论上便不可能获得较好效果的组合形式。例如，对于线性不可分的数据集，我

们便不再去考虑理论上不可行的线性模型；同样的，对于模型微调的情况我们也不

会使用学习率极大的优化器来对模型进行优化。尽管如此，由于高维数据难以理解

以及超参数难以精准设置，目前的现状是机器学习任务仍需要算法工程师大量的先

1
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图 1-1 机器学习常见流程示意图

验知识与技巧来获得泛化性能较好的模型。

在数据与模型两者间众多需要适配的选项中，数据量与模型复杂度之间的匹配

度显得尤为重要。通常而言，当训练数据样本较少时，使用模型复杂度较高的模型

便极其容易发生过拟合；相反，当训练数据样本较多且分布相对复杂时，使用模型

复杂度较低的模型又会出现不能拟合训练集而发生欠拟合的情形。为了在实际应用

中选择模型更具有导向性而减少试错代价，一些研究深入地探讨了数据量与模型复

杂度对模型泛化误差的影响，并为此提供了理论上的支撑 [2,3]。更具体来说，这些

研究结合了某个模型复杂度的度量以及数据量的大小，将模型的泛化误差通过不等

式约束限制在某个误差上界以内，而这个误差上界便指示出了模型复杂度与数据量

的“适配度”。该误差上界从理论上证明了模型可学习性的同时，也说明了如果想要
模型泛化误差低于某个值，那么根据现有的数据量应该选取复杂度不高于多少的模

型。这对于模型的应用与选取起到了重要的导向作用。

近年来，随着算力的提升以及数据量的不断增加，深度学习（Deep Learn-
ing）――通常特指深度神经网络①（Deep Neural Network）――在机器学习领域中开始
扮演着越来越重要的角色 [4–6]。对于图像、语音、文本这类非结构化数据而言，神经

网络能够较好地去学习拟合其内部的规律与模式，这是传统机器学习算法很难具有

的特性。更为有趣的是，神经网络往往具有端到端的特性，通常不需要复杂的特征

① 考虑到文章的简洁性，后文中的”神经网络”均指深度神经网络。

2
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工程来人工提取数据特征，因此显得更加简洁与高效。正是因为神经网络在复杂的

非结构化数据上所具有的优势，其几乎成为了机器学习系统中的一个必要组件，并

且被广泛应用于各个任务中。然而人们很快发现，虽然神经网络在非结构化数据上

具有优异的泛化能力，但其不能够被传统机器学习中模型复杂度与数据量之间的适

配度所解释。更具体来讲，对于过参数化的神经网络而言，其模型复杂度往往远超

对应的训练数据量却依然保有较好的泛化能力。如何更好地理解神经网络的泛化行

为便成为了神经网络理论研究的基础以及难点。

与神经网络在现实任务中优异的效果形成鲜明对比的是其较为薄弱的理论基础，

这也是神经网络诸多泛化行为不能被很好解释的根本原因。要想完全理解神经网络，

需要对模型架构、数据流形以及优化过程都有深刻的理解，然而这在高维数据空间

这是极其困难的。仅仅是完全弄清高维空间下的数据流形就已经是一件较为困难的

事情，更不用说需要将三者之间的复杂耦合关系理清。目前的研究对于无限宽神经

网络的优化过程已经有了较完善的理论解释：无限宽的神经网络模型与核学习等价，

因此其优化过程也可以解析化地表示出来。无限宽神经网络所表示的核便被叫做神

经正切核（Neural Tangent Kernel） [7]。然而，正常使用的有限宽神经网络与其依然

存在着较大差别，有限宽神经网络所具有的一些反常泛化现象在无限宽时并不存在。

综上，神经网络泛化性能的理解与研究依然任重而道远。

本文旨在对神经网络泛化误差回合二次下降这个反常的泛化现象进行探讨与研

究，并希望以此为窗口更加深刻地理解神经网络的泛化能力。我们从输出地形复杂

度以及偏差方差分解两个角度出发对该现象进行了解释，并以此为基础提出了不需

要校验集便可以预测模型优化过程中泛化误差变化曲线的新方法。该指标减少了传

统优化流程下多轮训练的时间代价与硬件损耗。

1.2 机器学习模型的泛化误差上界

机器学习的模型为什么能够较好地泛化？这个问题要求机器学习理论提供一个

严格的泛化误差上界来证明其模型的可学习性。这个泛化误差上界既对机器学习模

型算法的设计起到了指导作用，又可以用来解释模型的一些泛化行为，比如模型复

杂度与数据量之间的匹配程度。

泛化误差（Generalization Error）刻画了机器学习模型在整个数据分布上的误
差，是模型对分布中未知样本预测性能的评判标准。我们以二分类问题为例，假定

我们存在某一模型函数 h，那么对于属于数据分布 D的样本而言，模型的泛化误差

可以表示为：

ε(h) = P(x,y)∼D(h(x) ̸= y). (1.1)

其中 x为输入，y 为标签。显然，我们的目的是希望找到使得泛化误差最小的模型

3
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函数 h0，即：

h0 = argmin
h

ε(h). (1.2)

然而遗憾的是，在真实情况下我们很难搜索所有的函数。因此我们通常只能够提前

限定一个函数空间 H，然后从中搜索泛化误差最小的模型函数 h∗，即：

h∗ = argmin
h∈H

ε(h). (1.3)

除此之外，我们通常也只能获得数据分布中的 N 个采样点 S = {(xi, yi) | (xi, yi) ∼
D}Ni=1 而不能够知道数据完整的分布 D。在这样的情形下，我们一般使用经验风险

最小化（Empirical Risk Minimization，ERM）――即令训练误差最小――来尽可能逼近
函数空间 H 中的最优模型函数 h∗。具体而言，令训练误差为：

ε̂(h) =
1

N

N∑
i=1

1(h(xi) ̸= yi), (1.4)

其中 1(·)为判断函数，当输入条件为真时为 1，输入为假时为 0。由此，经验风险最

小化找到的函数 ĥ即为：

ĥ = argmin
h∈H

ε̂(h). (1.5)

显然，当给定一个函数空间 H 时我们希望经验风险最小化原则找到的 ĥ与 h∗ 之间

的差异性较小，即 ε(ĥ)− ε(h∗)足够小。然而，通常而言通过经验风险最小化求得的

ĥ并不唯一，因此我们需要采取概率近似正确原则（Probably Approximately Correct，
PAC）来略微放松这个要求。
所谓概率近似正确原则，其根本思想在于希望 ε(h∗)与 ε(ĥ)差异较小的概率足

够大。更加精确的来说，对于某一误差范围 ϵ > 0以及容错概率 δ > 0而言，我们希

望有：

P (ε(ĥ)− ε(h∗) ≤ ϵ) ≥ 1− δ. (1.6)

为了方便后续说明，我们这里首先不加证明地给出 Hoeffding不等式：

引理 1.1 (Hoeffding不等式)： 令 Z1, Z2, ..., Zm 为从伯努利分布 B(ϕ) 中采样的 m

个独立同分布的变量，即对所有的 i = 1, 2, ...,m 有 P (Zi = 1) = ϕ。令 ϕ̂ =

(1/m)
∑m

i=1 Zi，则对于任意固定的 γ > 0，以下不等式成立：

P (|ϕ− ϕ̂| > γ) ≤ 2 exp(−2γ2m). (1.7)

从 Hoeffding不等式出发，我们可以知道对于任意 h ∈ H，我们有：

P (|ε(h)− ε̂(h)| > γ) ≤ 2 exp(−2γ2m). (1.8)

4
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1.2.1 有限函数空间

若函数空间 H 包含有限的 k个函数，那么所有函数的泛化误差与训练误差均接

近的概率为：

P (∀h ∈ H, |ε(h)− ε̂(h)| ≤ γ) = 1− P (∃h ∈ H, |ε(h)− ε̂(h)| > γ)

≥ 1−
k∑

i=1

P (|ε(hi)− ε̂(hi)| > γ)

≥ 1−
k∑

i=1

2 exp(−2γ2m)

= 1− 2k exp(−2γ2m). (1.9)

显然，在满足 ∀h ∈ H, |ε(h)− ε̂(h)| ≤ γ 的情形下我们有：

ε(ĥ) ≤ ε̂(ĥ) + γ ≤ ε̂(h∗) + γ ≤ ε(h∗) + 2γ. (1.10)

因此令 ϵ = 2γ，则有：

P (ε(ĥ)− ε(h∗) ≤ ϵ) ≥ 1− 2k exp

(
−ϵ2m

2

)
. (1.11)

由上我们可知，容错率 δ与误差范围 ϵ之间的关系为 δ = 2k exp(−ϵ2m/2)，即：

ϵ =

√
2

m
log

2k

δ
. (1.12)

由此我们便可以知道，当 1
m
log 2k

δ
足够小时，模型的可学习性便可以被保障，而这

要求较多的训练样本以及较小的函数空间。

1.2.2 无限函数空间

虽然上一节介绍了有限函数空间下的模型泛化误差上界，但是在实际情况

下函数空间 H 通常是无限的，因此针对该情况我们需要建立新的泛化误差上界。

显然，我们需要类似 k 的某种针对无限函数空间的复杂度度量指标，而 VC 维
（Vapnik-Chervonenkis Dimension） [2]便应运而生。

要想理解 VC维，首先需要定义增长函数：

ΠH(m) = max
x1,...,xm

∣∣{(h(x1), ..., h(xm) | h ∈ H}
∣∣, (1.13)

其中 xi 为从数据分布上采样的输入。我们可以看到，该函数定义了函数空间 H 在

m个样本点上输出标签的最多可能性。而 VC维，便是度量了该函数空间能拟合任
意标签组合的能力。对于二分类问题来说，其函数空间的 VC维可以定义为：

V C(H) = max
m

{ΠH(m) = 2m}, (1.14)

5
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即函数空间能够对任意标签样本进行拟合的最大样本数。

通过 VC维的概念，我们能够对无限函数空间的泛化误差进行限制，即有如下
不等式成立：

P (∀h ∈ H, |ε̂(h)− ε(h)| ≤ γ) ≥ 1− 4(2m)V C(H) exp

(
−γ2m

8

)
. (1.15)

这里我们不再详述其具体的证明，详细证明过程见下①。

与有限函数空间中的推导一致，我们令 ϵ = 2γ，则有：

P (ε(ĥ)− ε(h∗) ≤ ϵ) ≥ 1− 4(2m)V C(H) exp

(
−ϵ2m

32

)
. (1.16)

因此我们同样可以对无限函数空间进行泛化误差上界限定，由此函数空间 H 的可学

习性便得到了证明。

1.3 神经网络泛化悖论

神经网络通常由多个隐层构成，而每个隐层又包含多个神经元。换句话说，神

经网络所表示的函数可以看作是大量并行的简单操作符层级嵌套以后的运算。通常

而言，神经网络的模型复杂度远超数据量，但其依然可以保有较好的泛化性能，这

种反常的泛化能力与上一节中提出的机器学习泛化误差上界相违背。

之前的研究表明，过参数化神经网络的模型复杂度大到能够拟合具有随机标签

的训练集，但是却依然能够在正常数据集上保有较好的泛化能力 [8]。这个现象意味

着从神经网络的 VC维或者数据相关的 Rademacher复杂度 [3]出发，其对于训练集具

有近乎无限的空间复杂度，然而其泛化误差却远低于上一节中给出的泛化误差上界。

显然，前文中可学习性的证明对神经网络而言失效了。除此之外，人们发现在实际

应用过参数化的神经网络时其泛化性能会随着模型复杂度的增加进一步提升，即增

加神经网络的宽度与深度便能够使其具有更好的泛化性能 [9–12]。还有研究表明，当

神经网络宽度增加时，其误差平面变得更加光滑从而提高了可优化性 [13]。这一切都

指出，神经网络的泛化性能不再能被传统机器学习中的理论所解释。

针对神经网络反常的泛化表现，部分研究将其归因于优化过程中的学习偏好

（Learning Bias）。所谓学习偏好，即指虽然神经网络拥有近乎无限大的函数空间，
但其在优化过程中并不会等价地搜索整个函数空间，而是会对其部分子空间具有更

强的偏好性。学习偏好意味着神经网络虽然有着极大的模型复杂度，但在实际应用

中却并不会体现出来。Arpit等在 2017年指出，神经网络会优先学习数据集中的模
式，然后才会记忆噪声数据 [14]；Kalimeris等通过互信息的方式证明了，优化过程中
神经网络会优先学习简单的函数，然后才是复杂的函数 [15]；还有系列研究表明，神

① https://nowak.ece.wisc.edu/SLT09/lecture19.pdf
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经网络会优先拟合输出地形的低频分量，然后才是高频分量 [16–18]。正是由于这些学

习偏好的存在，神经网络的高复杂度在实际情况下得以隐藏，从而不会发生严重的

过拟合。

1.4 神经网络的误差二次下降现象

学习偏好的存在似乎能够很好地解释神经网络反常的泛化行为，然而我们结合

目前已有的关于神经网络误差二次下降现象的研究 [19]，对学习偏好的单调性提出了

质疑。以前的研究都假定了学习偏好是具有单调性的，即从学习到记忆、从简答到

复杂、从低频到高频。近来研究发现，神经网络存在着误差二次下降的现象，即随

着模型复杂度或者训练回合数的增加，模型泛化误差呈现出从下降到上升再到下降

的复杂变化趋势。为方便起见，后文中将关于模型复杂度以及关于训练回合数的误

差二次下降现象分别简称为“宽度双降现象”以及“回合双降现象”。图1-2详细展示
了宽度双降现象以及回合双降现象。图中的结果为在包含 20%标签噪声的 CIFAR10
上使用不同宽度的 ResNet18训练后所对应的测试错误率变化趋势。我们可以看到，
随着模型宽度的增加，神经网络的泛化误差呈现出二次下降的现象；同样，当我们

增大训练回合数时也观察到了二次下降现象。由学习偏好的单调性我们可以知道，

神经网络泛化误差为从欠拟合到过拟合的 U型曲线，这便与泛化误差二次下降现象
相违背。由此可知，理解神经网络的泛化误差二次下降现象对于研究神经网络的泛

化能力有着重要意义。

宽度双降现象：宽度双降现象指出，模型测试错误率随着模型复杂度的增加会

回
合
双
降
现
象

宽度双降现象

图 1-2 宽度双降现象以及回合双降现象示意图 [19]
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首先呈现出经典的 U型曲线，然后紧接着却会再次下降。该现象较早被发现，且存
在于机器学习的各个任务中 [19–23]。许多研究在一些简单易处理的问题设置下对该现

象提供了理论上的说明 [24–29]。其中，Neal等 [30]与 Yang等 [27]通过对均方误差以及交

叉熵误差进行偏差方差分解对宽度双降现象进行了解释，他们在真实任务中通过实

验说明了方差项的钟型变换是宽度双降现象的主要原因；同时，他们在人造的极其

简单的数据集与模型上，从理论上揭示了宽度双降现象发生的原因。Maddox等于
2020年度量了模型参数空间的有效维度，从而较好地表示了模型的实际复杂度并借
此解释了宽度双降现象 [23]。虽然这些研究都对宽度双降现象进行了解释与说明，但

是由于正常神经网络模型以及真实数据集在优化过程中极为复杂的耦合，真实场景

下的宽度双降现象依然欠缺理论上的证明。

回合双降现象： 除了宽度双降现象以外，研究人员于 2020年观察到了一种新
的误差双降现象，即模型泛化误差回合双降 [19]。通常在具有一定的标签噪声下，模

型的泛化错误率随着训练过程的不断进行会先呈现出下降趋势，然后到达早停点后

由于过拟合开始上升，最后又会转变为下降趋势。与宽度双降现象相比，回合双降

现象相对而言被研究的较少。Heckel等在 2020年指出，回合双降现象出现的根本原
因在于神经网络不同部分在不同训练回合被学习，从而使得最终的泛化误差曲线类

似于多个 U型曲线的叠加组合 [31]。他们通过调节学习率的大小来同步神经网络不同

部分的学习程度，最后成功去除了回合双降现象的尖峰。但是，他们的研究依然没

有能够解释清楚神经网络学习偏好与回合双降现象之间的矛盾。

1.5 研究内容与组织结构

本文旨在通过研究神经网络回合双降现象来对其泛化性能进行探究。由于神经

网络在优化过程中通常只会搜索部分的函数空间，因此其模型复杂度在实际情况中

远低于所能达到的理论上限。由此我们可以知道，如何在训练过程中度量神经网络

的实际复杂度便成为了分析神经网络回合双降现象的关键。考虑到神经网络输出地

形能够反映模型本身的复杂程度，我们在本文中将其与模型的泛化能力联系了起来，

并以此为基础对回合双降现象进行分析。总体上，本文每章涉及的内容及其间的联

系如图1-3所示。

在第二章节中，我们针对分段线性神经网络的片状输出地形给出了多种基于凸

优化的分析工具，从而能够更加精确地刻画神经网络样本空间不同区域的输出地形

的几何特性。通过对不同优化设置下神经网络的片状地形进行分析比较，我们发

现使用 Batch Normalization（BN）或者 Dropout等优化技巧会使得同样的模型架构
具有更加细密的输出地形，从而显著增强了其拟合能力。这也解释了为什么 BN与
Dropout常常带来更好的泛化性能。我们的实验说明输出地形与模型泛化能力之间
具有紧密的联系，从而证明了通过输出地形来分析回合双降现象的可行性。
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图 1-3 文章内容及其架构示意图

然而，简单地使用片状地形几何特性来分析回合双降现象存在着诸多局限与不

足，因此第三章中我们在以往研究的基础上提出了一种新的输出地形频谱的计算方

法，并用以揭示输出地形的复杂度。我们发现学习偏好在训练前期是成立的，即神

经网络从低频分量到高频分量地拟合输出地形。但是随着进一步训练，神经网络输

出地形的高频分量开始消失，从而引起了泛化误差的第二次下降。通过分解流形上

的输出地形与非流形的输出地形，我们发现流形区域的高频分量为了拟合数据集中

的噪声始终不断增长；然而非流形输出地形却不断变得平坦起来，从而使得高频分

量下降，也因此导致了模型泛化性能的提升。除此之外，我们发现使用训练集上计

算的频谱峰值可以有效确定模型泛化误差二次下降的起点，这也为不使用校验集便

可以确定模型泛化行为提供了可能。

考虑到模型的输出地形会随着采样噪声的引入发生较大变化，在第四章节中我

们对回合双降现象进行了偏差方差分析。我们采用了一个统一的偏差方差分析框架

来对回合双降现象中的零一误差进行了分解。我们的实验结果证明，方差的变化主

导了回合双降现象的发生。换句话说，噪声带来的输出地形差异使得模型方差增大，

但在训练后期由于非流形区域输出地形的平整化方差又逐渐降低，从而使得泛化误

差在训练过程中出现了二次下降的现象。基于该现象，我们提出了一个新的叫做优

化方差的指标来度量采样噪声引入方差的大小。该指标能够仅在训练集上计算，但

是却可以预测泛化误差的变化趋势。

最后，我们在第五章节对神经网络泛化性能的研究进行了总结，并且指出了进

一步探究其反常泛化表现的可能研究方向。
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总结来看，本文的主要贡献如下：

• 通过对片状地形几何特性的分析，我们证明了神经网络输出地形与其泛化能力
的紧密联系，从而说明了通过输出地形复杂度来表示神经网络实际泛化能力的

可行性。

• 我们通过实验证明了学习偏好的单调性并不总是成立，而正是训练过程中非单
调变化的模型复杂度导致了泛化误差回合双降现象的发生。

• 我们提出了一个新的指标，该指标不需要使用校验集便可以对模型训练过程中
的泛化误差变化趋势进行较为精准的预测。

10
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2 神经网络的片状地形与泛化表现

本章从分段线性神经网络的片状地形切分粒度及其包含的决策边界出发，比较

了各种优化模块对输出地形复杂度的影响，论证了输出地形与模型泛化行为之间的

紧密联系。与此同时，我们也说明了使用片状地形来分析泛化行为中回合双降现象

时存在的局限以及不足。该章为后续章节通过分解输出地形频谱成分来探究模型回

合双降现象提供了线索与铺垫。

2.1 输出地形复杂度与泛化性能

模型的复杂度是衡量模型拟合能力的一个重要指标。通常而言，模型复杂度的

上升会带来拟合能力的提高，从而模型能够更好地拟合训练集中的样本点。然而模

型复杂度的提升往往是一把双刃剑：较高的模型复杂度通常会导致模型过拟合训练

集中由于采样不充分或标注错误等问题引入的噪声，使得模型泛化能力反而逐渐退

化 [2]。因此，如何针对数据的特性适配恰当的模型便成了机器学习中的关键问题。

需要注意的是，模型复杂度一般分为两种，一种是模型理论上能够达到的最大

模型复杂度，另一种是在实际应用中模型展现出来的模型复杂度。前者代表了模型

本身的拟合潜力，一般根据模型类别和参数量发生改变。然而，模型在训练过程中

往往并不会搜索整个函数空间，这也意味着理论上的模型复杂度上限不能够较好反

映模型函数空间被搜索到的实际大小。更加准确地讲，模型对应的函数空间在实际

训练过程中会体现出一定的偏好概率分布，即函数空间内的函数并不会被等概率的

搜索到。换句话说，即使是具有相同函数空间的同一模型，当采用不同的优化器、

学习率或者正则化手段时，其对应函数空间上的偏好概率分布也会有所不同，从而

导致泛化性能存在差异。从这个角度来看，结合了数据、优化与模型的第二种复杂

度，往往能够更好的体现出模型在实际任务中所具有的泛化能力。

模型实际展现出来的模型复杂度与其理论上限之间的差别在神经网络上体现得

尤为明显。作为一种过参数化的模型，神经网络的函数空间十分庞大，甚至能够拟

合随机标签的训练样本，然而在实际应用中神经网络极高的模型复杂度上限却并没

有带来糟糕的泛化性能 [8]。这个看似相悖的结论的破解点在于，纵使神经网络具有

极高的模型复杂度上限，但是其在训练过程中展现出来的偏好函数概率分布使得仅

仅较小一部分函数空间被搜索到。由此可见，度量模型在训练过程中的偏好函数分

布是分析模型泛化能力的关键。

模型的输出地形复杂度便是一种模型实际复杂度的体现。从数学上讲，假使指

标 C 定义了模型的输出地形复杂度，且经过训练后的模型输出地形复杂度为 C0，那

么模型泛化误差与经验误差之间的差异便可以被某个关于 C ≤ C0 所定义的函数空

11
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间大小的量限制住。图2-1给出了一个简单示意图来说明输出地形复杂度与模型泛化
能力之间的关系，其中左图为模型复杂度较低的线性模型的输出地形图，右图为模

型复杂度较高的非线性模型的输出地形图。显然我们可以发现，具有较高输出地形

复杂度的模型能够更好的拟合训练集，但同时也存在着过拟合训练集中噪声从而降

低泛化性能的风险。一般来说，我们期望的情形是模型具有较强的拟合潜力，即理

论上较大的模型复杂度上限，但是在训练过程中却只搜索较小且合理的函数空间。

为了满足这两个要求，实际应用中经常采取的策略是：1）使用如神经网络等具有较
高复杂度的模型；2）选择合适的优化方案以及正则化方法来调整模型的函数搜索偏
好。综上我们可以发现，模型输出地形的复杂度与其在训练过程中的泛化性能变化

息息相关，也因此具有极为重要的研究意义。

图 2-1 简单与复杂的输出地形示意图

2.2 神经网络的片状地形

上一节内容介绍了模型输出地形复杂度与泛化能力之间的联系。然而，在高维

空间下对模型的输出地形进行遍历分析十分困难――有时甚至很难对某一样本点的

邻域进行完善的解析。因此，我们往往需要利用神经网络的某些特性来使分析更加

便利，如利用神经网络使用 ReLU等分段线性函数来激活时所具有的片状地形。

2.2.1 线性区域介绍

使用分段线性激活函数的前馈神经网络将样本空间切分为许多小的线性区域，

而在每个线性区域中神经网络的表现就是一个完全的线性模型 [32,33]。更加具体来讲，

神经网络的激活状态与样本空间的线性区域一一对应，换句话说位于同一个线性区

域的样本点会激活神经网络相同的神经元。因此，对于这些激活相同神经元的样本

点来说，神经网络的隐层退化为一系列的线性变换，故神经网络在一个线性区域中

退化为一个线性模型。图2-2展示了一个简单分类任务上神经网络模型划分线性区
域的直观示意图。这里使用的神经网络包含三个隐层，其中每层具有10个激活函数

12
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为 ReLU的神经元。该模型使用 ADAM优化器 [34]进行训练，使其能够分开两条螺

旋线。从图中我们可以看到，分段线性的神经网络根据激活状态的不同将样本空间

切分为了许多个小的多边形，使其能够拟合复杂的分类边界。我们可以证明，对于

使用分段线性激活函数的神经网络而言，其输出地形的构造为分段线性的片状结构。

显然，当使用多条线段去拟合一条复杂曲线时，越多的线段会带来更小的拟合误差；

同样的道理，线性区域的片数越多，也就意味着神经网络能够逼近更加复杂的输出

地形 [35]。从这个角度来讲，神经网络线性区域的切分粒度与其模型复杂度具有极强

的相关性。

(a) 数据集分布 (b) 类别区域 (c) 线性区域

图 2-2 神经网络划分线性区域的简单示意图。a）二维数据集的分布；b）模型输出的分类
边界与区域（不同颜色表示不同的类别）；c）模型划分的线性区域（灰色直线表示
划分的超平面，颜色表示不同的激活程度）

研究表明，理论上神经网络划分的线性区域数量所能达到的上限会随着层数

指数级上升，也因此有了“神经网络复杂度随着层数指数级上升”的说法 [33,35,36]。同

时，研究也表明了虽然深度的增加会带来梯度消失、梯度爆炸以及梯度弥散等优化

问题 [37–39]，但是神经网络深度提升模型复杂度的效率远高于宽度。我们需要强调的

是，这里提到的模型复杂度都是理论上限值，而在训练过程中的实际模型复杂度取

决于优化过程以及数据集本身。我们将在后面通过实验说明，即使同样的神经网络

模型，当使用了 Batch Normalization（BN） [40]或 Dropout [41] 等优化技巧以后，其所

对应的实际模型复杂度也会大大改变。

2.2.2 搜索某点所在的线性区域

一个线性区域本质上是由多个神经元激活状态决定的半空间构成的交集，因此

搜索某个样本点所在的线性区域只需要找到该样本点对应的神经网络激活状态决定

的半空间即可。

让我们考虑一个具有 L层的 ReLU全连接神经网络。从数学上来说，设 x ∈ Rd

为 d 维的向量输入，hl(x) 为具有 nl 个神经元的第 l 层通过激活函数之前的输出

(l = 1, 2, ..., L)，z(x)为输出层 logits输出，M 为输出类别的数量。现在考虑某个输

13
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入样本 x∗，根据线性区域与激活状态的一一对应关系，这个样本点对应的线性区域

是一个包含了所有跟它具有相同激活状态的样本的集合。

令 Sl 表示样本空间中使得神经网络前 l层的激活状态与被搜索样本 x∗ 相同的

所有样本点的集合，显然 Sl+1 ⊆ Sl。现在让我们考察第一层，因为 h1 : Rd → Rn1

是 x的线性变换，故根据 x∗的激活状态，S1可以表示为:

S1 =
{
x | wT

i x+ bi ≥ 0, ∀i ∈ {1, ..., n1}
}
, (2.1)

其中

wi = sgn(h1
i (x

∗))∇xh
1
i (x

∗), (2.2)

bi = sgn(h1
i (x

∗))
[
h1

i (x
∗)− (∇xh

1
i (x

∗))Tx∗] . (2.3)

接着，我们从 S1 中划分样本空间来构成 S2，其中 S2 包含了前两层神经元激活

状态与 x∗ 相同的所有样本点。我们已经知道 S1 中的样本点在神经网络的第一层具

有完全一样的激活状态，因此对于位于 S1中所有的样本点 x来说，h2 : S1 → Rn2也

是一个线性变换。因此，S2 的构建可以按照公式2.1中同样的方式在 S1 中添加第二

层神经网络激活状态所对应的线性不等式限制。以此类推，考虑到 hl : Sl−1 → Rnl

（其中 S0 = Rd）在 l所有的取值下都是线性映射函数，上述过程可以不断重复直到

神经网络最后一层。图2-3展示了对 x∗ 对应的线性区域进行逐层搜索的过程，其中

每一层的每个节点都定义了一个超平面来切割前面所有层确定的多面体。

图 2-3 逐层切割搜索 x∗所在的线性区域的示意图

令 C∗ = {(wi, bi)}
∑L

l=1 nl

i=1 表示线性区域所有线性不等式限制所对应的参数，那么

x∗所在的线性区域 SL便可以表示为
∑L

l=1 nl个半空间的交集：

SL =
{
x | wT

i x+ bi ≥ 0, ∀(wi, bi) ∈ C∗} , (2.4)

其中 z : SL → RM 为定义域内 x的线性映射，换句话说神经网络在该区域为一个线

性模型。
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虽然我们主要讨论的是全连接神经网络，但是这种刻画线性区域的方式几乎可

以不做修改地扩展到其他情况。比如，BN只是一种权重参数的放缩与平移，卷积
层可以被看做稀疏的全连接层，而最大池化层只是简单地增加了更多的线性不等式

来指示局部的最大值。

我们后面的实验将会展示简单的卷积神经网络所对应的线性区域特性。卷积神

经网络可以被视作一种高度稀疏化的全连接神经网络，这意味着我们可以用分析全

连接神经网络线性区域的方式来分析卷积神经网络。但是，卷积层的特点会在线性

区域上引入一些其他的性质。举例来说，由于卷积层的权重具有稀疏性以及共享性，

故其每一个神经元只能切分样本空间的一个子空间，而不是像全连接神经网络的神

经元一样切分整个空间。所以，其线性区域的切分相对全连接神经网络而言更加独

立，因为大部分子空间并不具有交集。这种独立性导致的直接后果就是，卷积神经

网络的线性区域比全连接神经网络更加鲁棒，这现象在后续的实验中也可以被看

到。

2.3 线性区域的性质与特点

上一节内容我们给出了神经网络线性区域的解析表达式。这一节内容中，我们

将详细介绍从线性区域的解析表达式中可以获取的地形几何特性及其计算方式。

2.3.1 线性区域与正多面体

一个线性区域可以表示为公式2.4定义的一组线性不等式的解集。这种表达方式
本质上为凸多面体的 H表示（H-representation），即多个半空间的交集。由此可见，
线性区域的几何形态为高维空间下的凸多面体，因此我们可以使用分析凸多面体的

方式来分析线性区域，从而能够对神经网络输出地形进行定量的分析。

除了 H表示，凸多面体还可以表示为一系列点集的凸包，即凸多面体的 V表
示（V-representation）。针对相同的问题，使用凸多面体不同的表示方式进行处理会
出现完全不同的处理复杂度，甚至这两种表示方式之间的相互转换本身就是困难

的 [42]。随着凸多面体所处的维度不断上升，我们很难通过 H表示去计算顶点数量或
通过 V表示去计算面的数量 [43]，甚至很多时候很难确定某个 V表示与某个 H表示
是否等价为同一个凸多面体 [44]。由于神经网络的线性区域为 H表示，因此我们主要
考察的为 H表示下容易计算的几何特征。多面体计算的知识可参考该网站①。

在高维空间下分析神经网络哪怕是某一样本点邻域的输出地形都十分困难，但

是神经网络的片状地形结构为其提供了可能。我们已经知道神经网络在样本点所处

线性区域内的表现等价于线性模型，而线性区域本身为凸多面体且其解析表达可以

通过上节提到的方法获得，由此神经网络在该样本点所处线性区域内的地形特点便

① https://inf.ethz.ch/personal/fukudak/polyfaq/polyfaq.html
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完全可知的。除此之外，线性区域的凸多面体形式正好构成了一个凸可行域，这个

特性为我们使用凸优化来分析线性区域带来了便利。

2.3.2 神经网络的切分粒度

样本空间中线性区域的数量与神经网络拟合能力高度相关。正如前文所说，拟

合一个复杂的地形往往需要大量的线性区域，所以神经网络对样本空间的切分粒度

便显得尤为关键。

衡量神经网络的切分粒度，其根本在于判断线性区域的“大小”。然而，线性区
域作为高维度下的不规则凸多面体，很难找到一个完善的指标来度量其在各个维度

上的大小。我们这里选择了线性区域的内切球半径来视作切分粒度的大小，该选择

主要出于以下两点考虑：

• 内切球半径可以方便的在线性区域 H表示下使用凸优化的方式求解出来。

• 即使遇到如线性区域极度狭长这样极端的情况，内切球半径也能够较好的反映
至少某个维度的切分粒度。

所谓内切球，即其球心到凸多面体各面的最小距离最大时对应的球体。根据这

个特性，我们可以知道线性区域所代表的凸多面体的内切球可以通过求解以下凸优

化问题得到:

max
x,r

r (2.5)

s. t. wT
i x− r∥wi∥+ bi ≥ 0, ∀(wi, bi) ∈ C∗,

MINx + r ≤ x ≤ MAXx − r,

其中 x为内切球的中心点，r为内切球的半径，C∗ 表示在公式2.4中定义的 SL 所对

应的参数

由此，当给定某个样本点所处的线性区域后，我们便可以通过求取上述优化问

题的解来获得其内切球的半径，进而可以将其看做神经网络在该区域的切分粒度。

2.3.3 线性区域内的分类区域

高维空间下神经网络的决策面往往极其复杂，也因此会出现一些“瑕点”，即对
抗样本。对抗样本是一类在正常样本上添加微弱的恶意噪声后的样本，这种样本与

原始样本几乎没有区别却会被模型错误分类 [45,46]。从样本空间上来看，对抗样本本

质上是将正常样本推向并跨过最近的决策边界从而使其分类错误 [46–49]。因此，查看

样本点邻域内的决策边界对神经网络的鲁棒性研究极其重要。然而正如前面所说，

高维空间下完整地探究样本点的邻域并不容易。可以证明，神经网络模型在同一线
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性区域内等效于一个线性模型，因此其决策面在线性区域内可以完全确定，从而使

得在线性空间中探究决策边界变得简单且高效。需要注意的是，我们并不能保证样

本所在线性区域内的决策边界离样本点最近，因此实际上这里的探究是对模型鲁棒

性放宽了限制。

首先我们需要回答的一个重要问题是：样本点所在的线性区域内存在决策边界

吗？为了回答这个问题，我们搜索了 SL中以最大概率被划分为类别 t ∈ {1, 2, ...,M}
的样本点。具体的，我们可以通过求解下面的凸优化问题来获得：

max
x

zt(x)− log

(
M∑
j=1

exp(zj(x))

)
(2.6)

s. t. wT
i x+ bi ≥ 0, ∀(wi, bi) ∈ C∗,

MINx ≤ x ≤ MAXx,

其中M 表示类别的数量，zj(x)表示模型 logits输出 z(x)的第 j 项。当 x满足约束

x ∈ SL时，z : SL → RM 是 x的线性映射，所以 zj(x)也可以表示为：

zj(x) = (∇xzj(x
∗))T (x− x∗) + zj(x

∗), ∀x ∈ SL (2.7)

这也意味着公式2.6中的优化目标函数为凹函数。那么当且仅当 xt 被分类为类别 t

时，线性区域 SL里存在类别 t的分类区域。我们可以证明，xt几乎总是位于线性区

域这个凸多面体的面上：

证明： 令 M 表示分类类别的数量，x∗ ∈ Rd为线性区域 S 内一个给定的样本点，

∂S 为线性区域 S 的外边界。我们已经知道神经网络在线性区域内表现为一个线性

模型，因此模型的 logits输出 z(x)的第 j 项可以写作：

zj(x) = wT
j x+ bj, ∀j ∈ {1, 2, ...,M}. (2.8)

根 据 公 式2.6里 的 定 义， 令 pt(x) =
exp(wT

t x+bt)∑
j exp(w

T
j x+bj)

， 那 么 有 xt =

argmaxx∈S log pt(x)。如果 xt ∈ S \ ∂S，则 xt必定为极值点，这也意味着：

∇x log pt(x
t) =

M∑
i=1

pi(x
t)(wt −wi) = 0. (2.9)

所以有：

wt =
M∑
i=1

pi(x
t)wi. (2.10)

由于 wi ∈ Rd 且 d ≫ M，所以在几乎所有情况有 {wi}Mi=1 线性无关，这也意味

着 wt 不能被表示为 {wi̸=t}Mi=1 的线性组合。由于 0 < pt(x
t) < 1，则不存在满足公

式2.10的 {pi(xt)}Mi=1。因此我们有 xt ∈ ∂S. �
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虽然我们可以用线性区域内切球大小来大体估计线性区域的大小，但是全面多

维度的刻画一个线性区域切分粒度是困难的，而根据多面体的 V表示或者 H表示来
计算其体积也是一个 #P难的问题 [50]。因此既然 xt位于 S 的表面，我们可以将畸变

量 maxt∈{1,2,...,M} ∥xt − x∗∥作为另一个刻画线性区域切分粒度的量。

2.4 不同优化策略下的输出地形

在章节2.1中我们提到过，实际情况下模型泛化性能较好的策略通常为使用具有
特定函数搜索偏好的优化策略来优化模型复杂度上限足够高的模型。BN与 Dropout
就是神经网络中最为常用的两种优化策略。BN层能够通过对模型的输出进行分布
规整从而使得梯度更好地在模型间传递，进而加快模型的训练；除此之外，BN层本
身也具有一定的正则化效果，常常带来更强的泛化能力。而 Dropout层是通过人为
地引入噪声带来隐式的集成效果，从而提高模型的泛化能力。这一小节我们将主要

介绍使用 BN或 Dropout等优化策略时神经网络输出地形对应的偏好及其对泛化性
能的影响。

2.4.1 实验设置

为方便分析，实验中我们使用的模型为在MNIST数据集 [51] 上训练的全连接神

经网络以及 CIFAR10数据集 [52]上训练的简单卷积神经网络。

2.4.1.1 全连接神经网络

我们使用了三隐层且每层具有1024个 ReLU激活的神经元的全连接神经网络，
并以此作为我们的基础模型。而其对应的 BN模型则是在每个隐层输出激活之前加
入 BN层，而 Dropout模型则是在每个隐层激活之后添加 Dropout层。在训练这些模
型之前，我们将MNIST数据集上每张图片的像素值归一化到了区间 [−1, 1]中。

在实验过程中，我们采用了学习率分别为 1e − 3以及 1e − 4的 ADAM优化器
来对模型进行训练，其中优化器参数 β1 = 0.9、β2 = 0.999，数据集每个批次的大小

为 256。我们使用了 Xavier均匀初始化 [53]来对模型权重进行初始化，并且将偏置项

的初始值设置为 0。同时我们使用了早停的技巧来确定训练停止的时间。在这样的

优化设置下，各模型的测试准确率如表2.1所示。我们后续的实验将会通过线性区域
来分析这些模型的地形偏好。

在章节2.2.2中我们指出，公式2.4中的线性不等式数量与所有隐层的节点数相
等，所以当神经网络规模特别大时很多处理会变得较为困难，这也是使用该方法分

析模型的局限性之一。在我们的实验中，线性不等式的数量为 1, 024 × 3 = 3, 072，

同时我们需要加上对784个像素的值约束，即MINx ≤ x ≤ MAXx。因此，每个线性

区域会被 3, 072 + 784× 2 = 4, 640个线性不等式定义。
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表 2.1 不同模型的测试准确率十次重复试验后的均值与方差（%）

学习率 基础模型 BN Dropout

1e-3 97.45±0.24 97.90±0.12 97.81±0.18

1e-4 98.00±0.13 98.35±0.10 98.27±0.13

2.4.1.2 卷积神经网络

我们在 CIFAR10数据集上使用的卷积神经网络基础框架如表2.2所示。为了简
化分析过程，卷积层没有设置边缘补齐，并且我们使用带步长的卷积来代替最大池

化层。而相应的 BN模型以及 Dropout模型中添加优化层的策略与全连接神经网络
一致。

表 2.2 基础卷积模型的详细架构

层 具体参数 激活方式

输入层 输入尺寸=(32, 32)×3 -

卷积层 卷积核尺寸=(3, 3)×32;步长=(2, 2) ReLU

卷积层 卷积核尺寸=(3, 3)×64;步长=(2, 2) ReLU

卷积层 卷积核尺寸=(3, 3)×128;步长=(2, 2) ReLU

全连接层 神经元数量=1024 ReLU

全连接层 神经元数量=10 Softmax

我们使用 ADAM 优化器对模型进行训练，其中学习率①为1e − 3、β1 = 0.9，

β2 = 0.999。同样的，数据集的训练批次大小为 256，且我们使用早停来减少过拟

合。对于数据而言，我们将像素值归一化到区间 [−1, 1]中，并且训练过程中没有采

取数据增强等策略。训练过后，基础模型、BN模型以及 Dropout模型的测试准确率
十次重复实验后的均值分别为 68.1%、70.3%和 69.6%。

2.4.2 切分粒度实验分析

我们接下来分析上述各类模型的线性区域的切分粒度。为了更加直观清晰地看

到不同优化技巧对神经网络片状输出地形的影响，我们在图2-4中直接给出了一个小
网络在 MNIST数据集上使用不同优化技巧后的线性区域及其类别区域的二维切片
图，其中第一排图中的灰色线条代表线性区域的区分边界，而颜色代表了该线性区

域的神经元激活度，第二排中不同颜色代表不同的类别。模型依然是三隐层的神经

① 这里我们只使用了该学习率，因为较大的学习率出现了训练不稳定的情况，而较小的学习率收敛十分缓慢。
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网络，为了显示的清晰性每一层只包含了 20个神经元。在图2-4中我们可以直观地
发现：相同的模型架构，BN会将样本空间切分得更加细密；Dropout也有同样的效
果，但集中在决策边界处。我们后续实验将会通过内切球半径来定量地显示不同优

化技巧带来的差异。

图 2-4 不同优化技巧下的线性区域以及分类区域

为了更好地反映线性区域在样本空间不同位置所带来的影响，我们主要分析了

下列三种样本点所在的线性区域：

流形线性区域： 数据集样本点所在的线性区域。

决策线性区域： 包含正常的决策边界的线性区域。我们将正常决策边界定义为某一

样本点与其他类别均值中心之间的分界面。

对抗线性区域： 包含对抗决策边界的线性区域。我们将对抗决策边界定义为样

本点与其对抗样本之间的决策面。这里我们使用投影梯度下降 [54]（Projected
Gradient Descent，PGD）来构建对抗样本。

我们使用了线性插值的方法来找寻包含决策边界的线性区域。令 x表示某一样

本点，xtarget 表示其对抗样本或者其他类别的中心点。我们寻找最大的 α ∈ [0, 1]使

得 xα = α · xtarget + (1− α) · x与 x位于同一分类区域中。这样，xα 所在的线性区

域中便包含了决策边界。
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全连接神经网络： 图2-5展示了不同优化设置下流形线性区域、决策线性区域
以及对抗线性区域内径大小的分布。显然我们可以看到，比起基础模型，BN会使
得线性区域的切分粒度更加小。比较流形区域和决策区域的绿色分布我们可以看出

Dropout也可以使得切分更加细致，但是该效果主要集中在决策边界区域。图2-5还
清晰地说明了，对抗区域的切分粒度与流形区域相当，这证明了对抗决策边界与正

常决策边界具有本质上的不同。比较不同学习率的切分粒度，我们还可以发现较大

的学习率会增大内径分布的方差，但是 BN对应的内径分布并不会随着学习率的变
化发生较大的变化。该现象也证实了之前研究中的观点，即 BN能够使得模型训练
过程对学习率鲁棒，从而可以使用较大的学习率 [55]。除此之外，比较图2-5的前两列
我们可以发现，决策区域的切分粒度往往小于流形区域，因为决策边界的曲面需要

更加复杂的近似。类似的现象也被 Novak于2018年发现 [56]。

图 2-5 全连接神经网络在不同优化策略下其线性区域的内径分布

卷积神经网络：我们从 CIFAR10的测试集中随机抽取了 1000个测试点来进行

分析，其线性区域内切球的半径大小分布展示在了图2-6中。比起 MNIST数据集，
CIFAR10数据集更加的复杂，其类别的中心点不再被分类为同一类别。为了更好地
构建决策线性区域，我们从某一类别中随机采样一个样本点来代替前文中提到的寻

找决策线性区域时需要的类别中心点。同全连接神经网络一样，实验的结果同样显

示了 BN与 Dropout可以使得线性区域具有更小的切分粒度，而 Dropout主要侧重于
决策线性区域而不是流形线性区域。除此之外，在上节中观察到的现象依然出现在

了卷积神经网络中，不过卷积神经网络的线性区域更加鲁棒。
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图 2-6 卷积神经网络在不同优化策略下其线性区域的内径分布

2.4.3 决策边界实验分析

之前的研究猜测当两个样本点位于同一线性区域内时有极大概率位于同一类

别 [57]。然而在这一小节中我们将通过实验说明，大部分线性区域会包含多个分类区

域。使用 BN等技巧虽然可以使得线性区域变小，却不会因此大幅减少线性区域内
分类区域的数量，这也导致了对抗样本隐患的出现。

全连接神经网络：我们随机从 MNIST测试集中采样了 1000个样本点来搜索其

所在线性区域内的分类区域。表2.3给出了每个线性区域内所包含的平均分类区域数
量以及畸变量。我们可以发现，当使用较大学习率或使用 BN以及 Dropout等技巧
可以使得流形区域包含较少的分类区域（需要注意的是，这里 BN对全连接神经网
络的影响与卷积神经网络不一致）。除此之外，BN显著降低了畸变量，这也从另一
个角度说明了 BN会使得线性区域的切分粒度更小。图2-7直观地对比了使用不同优
化技巧训练模型后某一样本点其 xt 的变化，其中从左往右 t从 1到 10（数字 0到

数字 9），而绿色边框意味着成功分类到数字 9，而红色边框表明被分类到了类别 t。

“L”意味着使用较大学习率 1e − 3训练，而“S”意味着小学习率 1e − 4。可以看出，

图中的结果也证实了我们的结论。

表 2.3 全连接神经网络流形线性区域包含分类区域的平均数量以及畸变量

指标 学习率 基础模型 BN Dropout

分类区域 1e-3 1.116 1.083 1.012

数量 1e-4 8.766 2.622 1.048

畸变量
1e-3 26.35 14.90 25.28

1e-4 23.81 07.61 25.41

从线性区域角度思考决策边界会带来很多方便。比如考虑到模型在线性区域的
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图 2-7 全连接神经网络在不同优化设置下样本点 x∗所处线性区域内的 xt

线性，我们可以知道，在攻击具有分段线性激活函数的神经网络时，高阶导数的对

抗样本产生方法并不会比一阶更好。除此之外，考虑到加入噪声有利于跳出当前的

线性区域从而能够搜索更多的空间，这也不难解释为什么使用随机起点的 PGD会具
有更强的攻击性了 [54]。

卷积神经网络：上一小节的模型与数据集都相对简单，这一小节我们展示了在

CIFAR10上训练的卷积神经网络线性区域内决策边界的特性。表2.4给出了实验中
卷积神经网络流形线性区域包含分类区域的平均数量以及畸变量。实验结果表明，

线性区域内分类区域的多少与其线性区域的切分粒度并不存在着必然联系。比如，

Dropout虽然消除了大部分的分类区域，但是其并没有大幅度的降低流形线性区域
的畸变量，而 BN减小了切分粒度，却使得同一线性区域内的分类区域变得更多。
由此可见，使用 BN过后，模型的对抗鲁棒性会进一步降低，这也与之前文献中描
述的现象一致 [58,59]。我们在图2-8展示了一个类别为“汽车”的样本所对应的 xt，其

中从左往右 t从 1到 10（飞机，汽车，鸟，猫，鹿，狗，青蛙，马，船，卡车），绿

色边框意味着成功分类为“汽车”，而红色边框表明被分类到了类别 t。我们同样可以

发现 BN使得 xt具有较小的畸变量以及较差的鲁棒性。

图 2-8 卷积神经网络在不同优化设置下样本点 x∗所处线性区域内的 xt

23



华 中 科 技 大 学 硕 士 学 位 论 文

表 2.4 卷积神经网络流形线性区域包含分类区域的平均数量以及畸变量

指标 基础模型 BN Dropout

分类区域数量 7.811 9.984 2.901

畸变量 27.08 20.85 25.25

2.5 本章小结

本章对神经网络输出地形的复杂度与泛化性能之间的关系进行了分析，说明了

具有较高模型复杂度的模型容易因为过拟合训练集而形成较为复杂的输出地形，因

此分析模型的输出地形复杂度可以在一定程度上反映模型的泛化行为。本章以使用

如 ReLU等分段线性函数作为激活的神经网络为例，证明了这类广泛使用的模型的
输出地形为片状结构（即线性区域），而神经网络在每个线性区域内表现为一个线

性模型。通过逐层计算，我们获得了线性区域的 H表示，并在此基础上分析了线性
区域的切分粒度以及其内部的决策边界。我们发现：

• BN和 Dropout能够使同样的架构获得更加细小的切分粒度，从而能够具有更
强的拟合能力。其中 BN会使得整个空间的切分粒度都较小，而 Dropout侧重
于细化边界处的线性区域切分。

• 线性区域的大小与其内是否包含决策边界没有必然的联系。某些情况下甚至较
小的线性区域可能包含更多的分类区域（如 CIFAR10上使用 BN过后的卷积
神经网络），这大大降低了神经网络的对抗鲁棒性。

由上可知，线性区域的性质与模型的泛化行为紧密相关，这为通过考察每个训

练回合的输出地形来对模型回合双下降现象进行探究提供了可能。然而，使用线性

区域来讨论神经网络的输出地形存在着以下的局限与不足：

• 在实际情况中，神经网络包含有大量的神经元，这意味着线性区域的 H表示
极其庞大，为后续计算增添了难度。

• 较为简单的输出地形依然可能具有较小的切分粒度。例如，我们可以使用多个
的线性区域去拟合一个平面，这样虽然输出地形复杂度并不高，但最后的切分

粒度却较小。

• 很多模型会使用如 Sigmoid等非分段函数来激活神经元，这阻碍了使用线性区
域来分析输出地形。

综上，我们虽然在本章说明了神经网络片状地形与模型泛化性能之间的紧密联

系，但是在实际情况中我们很难通过度量线性区域的切分粒度来分析模型的回合双
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降现象。在下一章中，我们将详细地论述在实际应用中使用神经网络片状地形来分

析回合双降现象的缺点，然后在其基础上提出一种更加简便且合理的输出地形复杂

度的估计方式，进而解释回合双降现象中神经网络的独特表现。
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3 回合双降现象下的地形频谱

上一章我们已经验证了神经网络输出地形与其泛化行为之间的联系。本章详细

分析了上一章提到的片状地形分析方法的局限与不足，并在此基础上提出了一种通

过检测输出地形的频率成分来获取模型地形复杂度的方法。实验发现，神经网络输

出地形的高频分量在训练后期会由增加变为减少，这意味着输出地形在训练后期重

新被正则化，这也导致了模型泛化误差回合双降现象的出现。进一步地，我们发现

通过检测训练集上计算的高频分量峰值便可以定位模型泛化误差二次下降的起点。

除此之外，我们发现输出地形的高频分量出现衰减的原因主要是非流形区域的输出

地形变得更加平坦，这也解释了为什么实验中训练样本中的噪声点依然被模型记忆

但是其泛化误差却出现了二次下降。

3.1 片状地形分析的局限性

在上一章的小结部分中我们已经大体说明了使用神经网络片状地形来度量模型

地形复杂度的局限与不足，这一小节我们将会进行更加详细地说明。

首先我们可以知道，神经网络线性区域 H表示中的不等式数量与模型神经元数
量相等。这意味着当模型规模较大时，我们需要庞大的线性不等式组来刻画线性区

域。举例来看，一个普通的 ResNet18便具有大约三百万个神经元，即我们需要大约
三百万个线性不等式来表示一个线性区域。这样庞大的不等式集合使得解决后续分

析中可能出现的凸优化问题变得极为耗时且麻烦，因此很难将该方法应用于稍微大

型的神经网络上。

其次，线性区域切分粒度越细并不一定意味着模型的输出地形更加复杂。诚然，

复杂的输出地形必然意味着需要更加细致的线性区域来拟合，但反过来却并非一定

成立。图3-1给出了一个复杂地形与简单地形的拟合示意图，其中 x为一维输入，y

为一维输出，紫线代表实际需要拟合的函数地形，橙色的虚线表示了每个线性区

域的端点，而红线代表了每个线性区域拟合的地形（右图中红线与紫线重合）。在

图3-1中，一个复杂的地形使用了 6段线段来拟合，而简单地形也使用了 6段线段来

拟合。从切分粒度出发的话，两者的输出地形复杂度相当，但显然简单地形中的各

线性区域拟合的模型完全相同，因此其实际的输出地形复杂度相当低。虽然真实场

景中上述情况很少出现，但是使用切分粒度度量模型地形输出复杂度的不严谨性可

见一般。

最为重要的一点是，并非所有神经网络都具有片状地形。在上一章中的神经网

络因其隐层的激活函数皆为类似 ReLU的分段线性函数，从而使得拟合的函数也表
现为分段线性，也即片状地形。然而虽然现实应用中分段线性激活函数因其计算简
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(a) 拟合复杂地形 (b) 拟合简单地形

图 3-1 神经网络划分线性区域的简单示意图

单且方便优化等优点被大量使用，但仍然有不少场景必须使用 Sigmoid或 tanh等平
滑的激活函数。在这样的情况下，神经网络的输出地形也会呈现出平滑的特性，从

而无法有效地构建线性区域。诚然，我们可以用分段线性激活函数来逼近 Sigmoid
或者 tanh函数，但是当段数较少时其近似程度并不能得到保证，而段数较多时又会
产生大量的线性区域而导致分析的困难，因此不具有实际的可操作性。

需要说明的是，这些局限与不足并不意味着神经网络输出地形的复杂度分析与

模型泛化能力之间的联系本身存在着问题，而是对一种适用性与实用性更强且更加

简洁的新方法提出了需求。针对上一章方法中的缺陷，新方法需要做到以下三点才

能更好地被用于分析神经网络回合双降现象中的输出地形复杂度变化：

• 能够对更大型的神经网络进行分析。

• 与输出地形复杂度的联系更加紧密。

• 能够应用于非分段线性的神经网络。

3.2 神经网络输出地形的频谱

鉴于片状地形分析的种种弊端，本节我们根据上一章提到的模型输出地形复杂

度与泛化性能之间的紧密关系，介绍了已有的关于神经网络学习偏好的研究，并且

对神经网络输出地形的复杂度与其频谱图之间的关系进行了说明。更进一步地，我

们提出了一种新的更加简洁的计算模型输出地形频谱的方法，该方法能被应用于实

际的训练场景中，并且为下一节模型回合双降下输出地形的频谱研究提供了分析基

础。
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3.2.1 神经网络的频谱偏好

传统机器学习理论中，一个复杂度极高的模型虽然能够将经验误差降到几乎为

零，却并不具有较好的泛化能力 [2]。但是，这显然并不适用于现代的深度神经网络：

Zhang等通过实验证明，即使一个神经网络的模型复杂度大到能够记忆所有的随机
样本，它依然能够在正常样本集上保有较好的泛化能力 [8]。该现象并不能被传统机

器学习中的 VC维或 Rademacher复杂度所解释。

一些研究人员将这个违反直觉的现象归因于神经网络训练过程的一种隐式学

习偏好（Learning Bias）：尽管神经网络具有较大的假设空间，随机梯度下降算法
（Stochastic Gradient Descent，SGD）会更加倾向于搜索具有较好泛化能力的那部分
假设空间。章节2.1中我们也说明了类似的问题，即模型对应的函数空间在实际训
练过程中会体现出一定的偏好概率分布，即函数空间内的函数并不会被等概率地

搜索到，这也就起到了一个隐式的正则化作用。Arpit等实验发现，深度神经网络
首先会学习到训练集中的模式，然后开始暴力记忆训练集中不能够泛化的噪声 [14]。

Kalimeris等更加细致地展现了这个过程，他们通过互信息的方法说明 SGD优化器
在神经网络训练过程中会不断增加拟合出来的模型的复杂度 [15]。更进一步地，一些

研究表明，神经网络在训练的过程中会先拟合目标输出地形的低频分量，然后再拟

合更加高频的分量，这也被称作神经网络的“频谱偏好”或者“F-准则” [16–18]。这些研

究也说明了，随着模型在训练过程的复杂度不断增加（高频分量不断被引入），神经

网络会开始过拟合训练集中的噪声部分从而泛化能力变差。

本章内容将会从模型输出地形的频谱出发说明神经网络泛化误差回合双降现象

出现的原因。由于神经网络输出地形的频谱为本章的关键之处，故此我们将仔细地

说明其与神经网络复杂度之间的关系。首先我们要意识到，高频的分量意味着更加

复杂的变化。在一个固定范围的样本空间中，模型输出地形所含的高频分量越大，

便意味着其在该范围内变化得越频繁，进而说明输出地形越崎岖。章节2.1已经提
到，崎岖的输出地形需要复杂的模型来拟合。由此，我们通过观察模型输出地形的

频谱，便可以定量地测度模型实际复杂度的变化，进而能够更好地探究模型回合双

降现象背后的原因。

3.2.2 频谱计算的方式

在使用输出地形频谱分析来探究模型泛化误差回合双降现象之前，我们需要知

道对模型在高维样本空间上的输出地形进行完整的频谱分析是十分困难的，因为

搜索模型输出的代价会随着样本空间维度的增加指数级上升。Rahaman 等利用了
ReLU神经网络分段线性的特点给出了频谱的严格表达式，然而他们的方法不仅受
限于分段线性的约束，并且依然很难用于实际的高维数据集上 [16]。因此，虽然他们

的实验说明了神经网络拟合输出地形具有从低频到高频的频谱偏好，但实验本身局
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限在了简单的人造数据集而非真实场景下的数据集。Xu等使用了非一致性的离散傅
里叶变换（None-uniform Discrete Fourier Transform）来计算样本集在整个空间下的
全局频谱，但是由于高维空间下样本天然的稀疏性，其频谱精细化不足且不能够很

准确地抓住神经网络局部的性质 [18]。为了解决上述问题，在本章中我们提出了一个

启发式的但在实际应用中更加方便可行的方法来度量神经网络输出地形的频谱。考

虑到数据集一般为高维空间下的低维流形分布，我们没有试图捕捉整个空间中输出

地形的频率分量，而是侧重于考虑样本点周围局部的输出地形频谱特性。

具体而言，令 x ∼ D为从数据集分布 D中采样的样本点输入部分，vx 为 x上

随机选取的一个归一化方向向量,神经网络 logits输出向量的第 c项为 fc(x)（其中

c ∈ {1, 2, ..., C}，C 为分类类别的数量）。接下来我们会从 [x− hvx,x+ hvx]上均匀

采样 N 个点来作为离散傅里叶变换（Discrete Fourier Transform，DFT）的输入，其
中 h限定了采样的范围。由此可知，fc(x)对应的这些采样点计算出来的频谱可以写

作：

f̃c,x(k) =
N∑

n=1

fc

(
x+

2n−N − 1

N − 1
hvx

)
e−i2π n

N
k. (3.1)

其中 k 代表了频率分量标号，也即是频率的大小，后续论文中为简单起见将 k 称

为“频率”。注意这里我们使用的模型 logits输出而非概率输出，这样频谱就不会被
神经网络的重参数化影响。比如，当我们将神经网络最后一层的模型参数乘上任意

α > 0，此时模型的决策边界并不会发生任何变化，但是如果使用概率输出计算频

谱，那么其频谱会随着 α产生非线性的变化，这显然与我们的期望相违背。

为了获得样本点邻域输出地形更为准确且稳定的频谱成分，我们将多个样本点

的各频率能量对应相加，即：

Ak =
1

C

C∑
c=1

Ex∼D

∣∣∣f̃c,x(k)∣∣∣2 . (3.2)

为了能够更好地比较不同训练阶段下模型频谱的能量，我们观察 Ak 所占总能

量的对数比例，即：

Rk = log
Ak∑
j Aj

. (3.3)

在后续实验中我们发现，实际情况下我们只需要很少一部分样本点就可以较为

准确地估计公式3.2中
∣∣∣f̃c,x(k)∣∣∣2 的期望（按照我们实验中所测试的，通常 500个样

本点就足够稳定）。另外需要注意的是，该方法中计算 Ak 并不需要使用数据集的任

何标签信息，这也意味着该方法也能在无监督学习或半监督学习的场景下使用。
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3.3 回合双降下的频谱分析

上一小节提出的计算频谱的方法简单易操作，计算过程与神经网络结构本身无

关且不需要利用标签信息，因此能够被用来分析神经网络泛化误差回合双降现象的

输出地形特点。这一小节中我们将根据该频谱计算方式来考察训练过程中模型的输

出地形频谱特点。我们实验发现，神经网络泛化误差回合双降现象出现的本质是模

型在后期训练的过程中被隐式地正则化，反映在频谱分析上则是模型输出地形的高

频分量降低。更进一步地，我们发现通过计算高频分量的峰值，我们能够在不使用

校验集的情况下预测神经网络泛化误差二次下降的起点。

3.3.1 频谱偏好与泛化误差回合双降之间的矛盾

前文提到，神经网络的训练过程具有隐式偏好，从而使其有方向性地搜索庞大

函数空间中的某一部分子空间，比如从学习数据集模式到过拟合噪声，从低复杂度

到高复杂度，或者说从拟合输出地形的低频分量到其高频分量。但是之前的这些发

现都基于一个共同的假设：神经网络训练过程中的学习偏好是单调变化的。比如，

在训练过程中神经网络只会逐渐地引入高频分量，且这个过程不会出现逆向的情况。

从这个角度出发，我们可以较好解释传统学习理论中模型泛化误差所显示的“欠拟
合-早停点-过拟合”的 U型曲线。然而，神经网络泛化误差回合双降现象却对神经网
络的隐式学习偏好的单调性提出了挑战。如果我们认可频谱偏好的单调性，那么可

以预料随着高频分量的不断引入，模型会不断去过拟合训练集中的噪声，从而使得

泛化误差单调地增加而不再具有第二次泛化误差下降的可能。

为了更好地理解神经网络泛化、记忆以及频谱偏好之间的联系，我们在出现回

合双降现象的实验设置下（随机引入一定比例的标签噪声①，并且增加训练回合数）

对学习到的函数的输出地形频率成分进行了分析。在实验中我们发现，之前研究中

假定的神经网络训练过程的学习偏好单调性并不成立。图3-2中给出了 ResNet18在
CIFAR10上使用 ADAM优化器（学习率 1e − 4）训练 1000个回合的结果，其中浅

蓝色的竖直线标注出了模型在训练过程中三个阶段（学习、记忆、误差二次下降）

的分割线，而横坐标为按照对数比例显示。我们可以看到，在学习阶段噪声集错误

率较高，表明模型此时在学习数据集中的分类模式；到了记忆阶段，噪声集上的误

差快速下降，此时模型开始记忆噪声，从而使得测试误差出现上升。从 Rk 对应的

地形图中我们可以看出，在前两个过程中高频分量被不断地引入到神经网络的输出

地形中。这个过程符合传统学习理论中所描述的由于频谱偏好单调性导致的泛化误

差 U型曲线。然而，随着训练过程进一步推进，高频分量的含量开始下降，使得模
型的泛化误差出现第二次下降，该现象解释了模型回合二次下降现象并且反驳了神

经网络频谱的单调性，在下一小节中我们将会更好地探究这个现象。除此之外，一

① 在后续我们将被扰动的部分称为噪声集。
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图 3-2 ResNet18在 CIFAR10上训练的频谱地形图 Rk 及对应的模型在训练集、噪声集、测
试集上的误差

个令人疑惑的点在于，在泛化误差第二次下降时，噪声集依然被拟合而并没有被忘

记。由此我们又发现了另一个反常的现象：当高频分量下降时，神经网络的噪声却

依然被过拟合。该现象不寻常的原因在于，噪声集意味着数据点在训练流形上具有

错误的标签，该情况近似于在输出地形上拟合一个狄拉克函数，考虑到狄拉克函数

本身具有宽频谱，因此要求更加多的高频分量来拟合它。在章节3.4中我们将详细探
究其底层的原因。

3.3.2 频谱的非单调性变化

之前的研究假设了频谱偏好的单调性，即神经网络从低频到高频地拟合目标输

出地形。然而，这一小节我们将通过在三个数据集上的多个模型上证明，这种单调

性并不总是成立，且正是频谱偏好的非单调性导致了神经网络回合双降现象的发

生。

我们的实验设置与 Nakkiran等论文中观察到泛化误差回合双降现象时的实验设
置基本保持一致 [19]。我们这里考虑 VGG [10] 和 ResNet [11] 这两类架构在 SVHN [60]、

CIFAR10 和 CIFAR100 [52]三个数据集上的表现（其中 SVHN 数据集上我们使用了
VGG11与 ResNet18，CIFAR10上使用了 VGG13以及 ResNet18，CIFAR100上使用
了 VGG16以及 ResNet34。模型改写自https://github.com/kuangliu/pytorch-cifar。）。我
们将图片像素点的值归一化到 [0, 1]之间，并且随机打乱了一定比例训练集样本的标

签（噪声集）。训练批次的样本数为 128，我们使用学习率为 1e − 4的 ADAM优化
器 [34]训练 1000个回合。训练过程中，我们使用了数据增强来提高模型的泛化性能。

在每个训练回合结束后，我们从训练集中随机采样 500个样本点，然后对每个样本

点随机采样一单位方向向量 vx，然后在其上根据公式3.3计算各频率的对数能量占
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(a) SVHN (b) CIFAR10 (c) CIFAR100

图 3-3 噪声集占比 0%时模型的测试错误率与频谱 Rk

比 Rk。实验中，我们设置超参数 h = 0.5且 N = 128。

图3-3、3-4与3-5分别给出了扰动 0%、10%以及 20%训练集标签后的测试误差、

噪声集误差以及每个训练回合对应的输出地形频谱变化。首先我们可以观察到当加

入标签噪声时，模型的泛化误差回合双降现象出现：测试误差首先快速下降，然后

在过拟合噪声集时略微上升，接着虽然噪声集上依然保持过拟合，但是模型的泛化

误差却开始了第二次下降。而图中的 Rk 提供了另一个视角来观察这个现象。首先

之前研究假设的频谱偏好单调性在学习和记忆阶段依然成立：模型首先引入低频分

量然后才是高频分量，且高频分量的占比在模型试图记忆噪声集时快速上升。然而

这种高频分量的不断引入并没有持续，而是在后期转变为消失，从而导致了模型泛

化误差的二次下降。除此之外，我们可以发现随着噪声集的占比增加，模型的高频

分量占比也会对应增加。这个现象出现主要因为流形空间上存在着更多的类似狄拉

克函数的地形需要拟合，从而需要更多的高频分量的引入。更有趣的一点是，实验

结果表明了模型结构会显著影响模型的频谱偏好。比较 ResNet以及 VGG两种架构
在训练后期的表现，我们可以发现跳接（Skip Connection）这样的结构使得模型更
加倾向于去探索低频分量占比较多的函数空间。这样的函数对应的输出地形具有较

低复杂度，因而常常具有更好的泛化性能。该发现能为研究人员更改模型架构提供

一定的启发作用。

3.3.3 预测误差二次下降的起点

从上一节的实验结果中我们看到 Rk 的峰值与泛化误差二次下降的起点具有某

种同步性。基于这个发现，我们在这一小节中提出一种只使用训练集便可以知道测

试误差二次下降起点回合的方法。
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(a) SVHN (b) CIFAR10 (c) CIFAR100

图 3-4 噪声集占比 10%时模型在噪声集、测试集上的错误率以及频谱 Rk

(a) SVHN (b) CIFAR10 (c) CIFAR100

图 3-5 噪声集占比 20%时模型在噪声集、测试集上的错误率以及频谱 Rk
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由于模型会过拟合训练集上的噪声，故使用训练错误率来监视测试错误率是一

种错误的行为。归根结底，这个错误的本质是训练误差与测试误差在训练过程中的

不一致变化，特别是在训练回合数较大时。这种不一致性出现的原因在于优化目标

包含了训练误差而没有包含测试误差。所以，如果我们想要找到一个在训练集上计

算却能够反映测试特性的指标，那么最重要的一步在于切断这个指标与优化目标的

直接联系。显然，Rk 符合这个性质，其既没有出现在优化目标中，也没有使用标签

的信息。在图3-4与3-5中，我们可以清晰的观察到训练集上计算的 Rk 与测试错误率

二次下降起点之间的某种同步性。接下来我们将这种预测性定量地显示出来。

令 Rk,t 表示第 t个训练回合时的 Rk （为了结果的稳定性，Rk,t 使用窗口为 10

个回合的均值滤波来平滑），Et 为对应回合的测试错误率。与早停法类似，我们在

忍耐回合数（Patience）为 30的超参下搜索 Et 以及 Rt =
∑

k αkRk,t 的峰值，其中

αk 为 Rk,t对应的加权权重（在我们的实验中全部设置为1）。更具体地来说，我们使

用了两次早停法：第一次我们试图找到最小的 Rt 与 Et 对应的回合，分别用 TR,min

与 TE,min 来表示；然后，我们使用 TR,min 与 TE,min 作为起点来搜索最大的 Rt 与 Et

对应的回合，分别用 TR,peak和 TE,peak 来表示。

我们在多个数据集上训练了多种模型架构（SVHN：ResNet18 与 VGG11；
CIFAR10：ResNet18和 VGG13；CIFAR100：ResNet34和 VGG16）。每组实验在不
同占比的噪声集（10% 和 20%）进行且各自重复了五次，然后我们考察频谱峰值

与各种泛化行为之间的联系，结果详见图3-6，其中不同的颜色代表不同的数据集，
不同的形状表示不同的模型架构，黑色直线通过线性回归拟合（（图3-6(a)与??对
应的皮尔逊相关系数分别为0.88和0.92。）。首先，从图3-6(a)上我们可以清晰观察
到 TR,peak 与 TE,peak 的正相关的线性关系，这意味着我们可以只使用训练集便可

以检测到泛化误差二次下降的起点。除此之外，我们还可以看出 TR,peak 与模型

在噪声集上错误率下降的速度息息相关。令 Pt 表示第 t 回合的噪声错误率，而

∆Pt = −(Pt − Pt−1)为其下降的速率。由于 ∆Pt 具有较大的波动，我们搜索平滑过

后 ∆P t =
1

2∆T+1

∑∆T
i=−∆T ∆Pt+i 的峰值（我们设置 ∆T = 5），并且将搜索到的回合

数用 T∆P,peak 表示。图3-6(b)的实验结果表明，当高频分量占比到达其峰值时，模型
在噪声集上的错误率下降得最快，这进一步说明了模型频谱可以用来指示模型的泛

化行为。遗憾的是，如图3-6(c)所示，我们并没有观察到早停点与 Rk 峰值之间的关

系，我们将在章节4中解决这个问题。

为了更好的展示频谱峰值与模型泛化误差二次下降起点之间的联系，我们通过

变换模型的宽度来观察峰值与泛化误差二次下降起点的移动情况。我们使用不同宽

度的 ResNet18在 CIFAR10上使用学习率为 1e− 4的 ADAM优化器训练了 200个回

合。对每层卷积层，我们将滤波器的数量设置为原始的 0.5倍到 2.0倍，然后我们检

测频谱峰值与泛化误差二次下降起点之间的同步性。图3-7展示了实验的结果，其中
红色线条表示了测试错误率以及 Rk 峰值的位置。。首先我们可以观察到，当模型变
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(b) (c)

图 3-6 (a) TR,peak 与 TE,peak；(b) TR,peak 与 T∆P,peak；(c) TR,peak 与 TE,min

宽时，变大的模型复杂度允许拟合输出地形时引入更多的高频分量；其次，如图中

红色线条所示，频谱峰值与测试错误率的峰值同步移动，这进一步证明了输出地形

频谱与神经网络泛化表现之间的紧密联系。

(a) Test errors (b) R32 (c) R63

图 3-7 不同模型宽度下测试错误率以及 Rk

3.4 频谱分析的流形解释

标签噪声对输出地形的高频分量提出了潜在的需求，因为扰动的点类似于输出

地形上具有宽频谱的狄拉克函数。但是，章节3.3.2中的实验结果显示，在训练后期
虽然输出地形的高频分量开始下降，但是噪声集依然被神经网络所记忆。于是我们

需要回答一个新的问题：为什么高频分量的下降并没有影响噪声集的拟合？

首先我们注意到，噪声集在泛化误差第二次下降时依然被记忆，那么模型泛化

性能在这个阶段的提升并不来源于拟合训练流形或者忘记训练流形上的噪声。这意

味着模型泛化性能的提升应该从训练流形外的区域寻找原因，比如训练流形以外输

出地形的正则化。根据这个想法，我们将输出地形的频谱分开考虑：训练流形的频

谱以及非训练流形的频谱。在后续实验中我们将说明，章节3.3.2中展示的频谱复杂
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变化是两个过程的组合：训练流形上的输出地形持续地引入高频分量来拟合噪声点，

而非训练流形的输出地形频谱逐渐偏好低频分量。

为了证明该猜想，我们设计了一个简单任务来追踪两种频谱的变化。该任务要

求分开两条三维空间中互相垂直且不相交的直线（为了引入高频分量的拟合需求，

其中一条直线的某点标签被扰动）。接下来在这个易分析的框架下，我们可以考察

训练流形以及非训练流形两种频谱情况及其泛化表现。图3-8给出了这个任务的简单
示意图，其中蓝色的平面代表理想情况下划分直线 l0与 l1的最优分类边界，被扰动

的点打标为类别 1，非训练流形的直线 l⊥与训练流形 l0垂直相交。这个分类的任务

便是在 l0与 l1上训练模型，并且观察在 l0以及 l⊥上的频谱。

图 3-8 分类任务的简单示意图

具体而言，我们定义 l0以及 l1为：

li = {ri + k · vi| − 1 ≤ k ≤ 1}, i ∈ {0, 1}, (3.4)

其中 r0 = [0.1, 0.1, 0.1], r1 = −r0，v0 =
1√
2
[1,−1, 0]，v1 =

1√
6
[1, 1,−2]。对于训练集

而言，我们在 l0 和 l1上分别均匀采样 51个点，并且将 li 上采样的点标记为类别 i

（l0 上随机选取的被扰动的点除外）。对于测试集而言，我们在 l0 和 l1上分别均匀采

样 201个点，且不做任何扰动。我们使用具有两层各包含 100 ReLU神经元的神经
网络来拟合训练集。学习率为 5e − 4的 ADAM优化器被用于训练。在训练过程中，
我们在训练流形 l0 以及非训练流形 l⊥ = {r0 + k · v1| − 1 ≤ k ≤ 1}上计算输出地形
频谱。需要注意的是，由于任务的简单性，我们这里可以直接在对应的直线上进行

离散傅里叶变换来获取精准的频谱。

图3-9展示了训练流形以及非训练流形的频谱以及对应的准确率，其中红色直
线标示了噪声点开始被记忆的回合。如图3-9(a) 所示，训练流形上的频谱持续引
入高频分量来记忆噪声点。显然，这种情况并没有出现在非训练流形的频谱上。
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图3-9(b)中显示，当噪声点被拟合记忆以后，非训练流形的频谱会更加偏向于低频分
量，从而使得非训练流形的输出地形更加平坦。这种被正则化过后的输出地形具有

较低的复杂度，从而提升了模型在那些没有被训练集覆盖的测试样本点上的泛化性

能，进而导致了模型泛化误差第二次下降。在图3-9(c)中，我们可以清晰看到训练流
形上的准确率在记忆噪声点后开始下降，但是非训练流形的准确率却在相同阶段持

续提升。

(a) (b) (c)

图 3-9 训练流形以及非训练流形的频谱以及准确率

3.5 本章小结

过参数化的神经网络具有极大的函数空间，但是在实际训练中却并没有发生严

重的过拟合现象。目前普遍认为神经网络在使用随机梯度下降算法优化更新时具有

一定的学习偏好，即优先搜索某部分具有特定性质的函数空间。正是这样的学习偏

好使得模型不会发生严重的过拟合，因为实际搜索的函数空间并不大。频谱偏好便

是描述了这样一种学习偏好，即模型会优先拟合输出地形中的低频分量，然后再慢

慢去拟合高频分量。部分研究探讨了不同频率分量的收敛速率，但是这部分探讨却

仅限于特殊情形，如神经网络无限宽或者使用人造的数据集 [61,62]。更重要的是，这

些研究都有一个假定，那就是频谱偏好具有单调性。而我们的研究表明，学习偏好

的单调性并不总是成立。

我们在这一章节中提出了一种在实际任务中切实可行的分析输出地形频谱的方

法，然后在误差回合双降的实验设置下使用该方法对神经网络的频谱进行了分析。

我们发现在训练初期频谱的单调性确实成立，即高频分量不断被引入到输出地形中；

然而到训练后期时这种单调性被打破，高频分量开始衰退。这种非单调变化的频谱

特性导致了模型泛化误差的二次下降。基于这个发现，我们提出了一种使用训练集

便可以获得神经网络泛化行为的方法：通过监控神经网络在训练集上的频谱峰值，

我们便可以知道神经网络泛化误差第二次下降的起点。遗憾的是，该方法并不能有

效指示模型的早停点，该问题我们将在下一章解决。
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通过分开计算训练流形以及非训练流形的频谱，我们回答了另一个回合双降中

的问题：为什么在噪声点依然被记忆的情况下神经网络的泛化性能会再次提升？我

们发现，在泛化误差第二次下降时，其泛化性能的提升主要来自于模型非训练流形

上输出地形的正则化效应。换句话说，在训练流形上噪声点依然被不断引入的高频

分量所记忆从而泛化性能不再提高，但是在其周围的非训练流形上输出地形会变得

越来越平坦，从而起到一种隐式的正则化作用，最终使得模型在那些并没有被训练

流形覆盖的测试点上取得了更好的泛化能力。

总结来看，这一章再次验证了输出地形复杂度与模型泛化能力之间的紧密联系，

并且从输出地形的频谱入手分析了神经网络泛化误差的回合双降现象。在下一章节

中，我们将会从偏差方差分解的角度更加详细地探讨该现象。
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4 回合双降现象下的偏差与方差

本章节我们通过对零一误差（即错误率）进行偏差方差分解从而对神经网络泛

化误差回合双降现象进行了分析。通过实验，我们发现神经网络泛化误差的回合双

降现象主要来源于方差的二次下降，这也与上一章节中提到的输出地形复杂度非单

调性变化相吻合。另外，不同于之前的研究在可导误差函数上进行分析，我们在零

一误差上的分解结果表明，即使在模型误差回合双降这样复杂的情况下，误差的方

差项也足以反映神经网络的泛化误差的变化趋势。基于此，我们提出了一个叫做“优
化方差”的新指标来度量模型训练过程中引入方差的大小，该指标仅在训练集上进行
计算却具有和模型泛化误差几乎一致的变化趋势，从而我们可以在不使用校验集的

情况下获得模型训练过程中泛化误差的变化曲线。

4.1 偏差方差分解的意义与框架

偏差方差分解（Bias-Variance Decomposition）是一种广泛用于分析机器学习模
型泛化能力的一种工具，对模型与算法的设计与理解具有着极其重要的意义 [63,64]。

在传统的统计学习理论中，正是偏差方差分解揭示了训练过程中模型过拟合训练集

使得模型泛化能力下降的原因。随着训练回合数的增加，我们通常认为模型的偏差

会不断降低，但是其方差会由于逐渐过拟合训练集中非密集采样带来的噪声而上升，

从而综合起来使得模型的泛化误差呈现出 U型曲线。这个现象也符合上一章提到的
频谱偏好理论。我们知道，训练集的噪声来源于数据分布的非密集采样，因此模型

在不同采样的训练集上训练时所需要记忆的噪声点是很难具有共性的，这也导致了

模型过拟合各自训练集以后输出地形往往会具有较大差异。在训练前期，模型由于

高频分量尚未引入而不能记忆噪声点，因此模型此时均只能去拟合普适的模式，这

便导致了开始阶段模型具有较低的方差项。然而随着训练的不断进行，高频分量逐

渐被引入输出地形，使得不具有共性的噪声开始被记忆，此时数据采样带来的差异

使得输出地形的共性部分减弱，进而使得模型的方差增大。但是我们已经知道，回

合误差双降下的频谱偏好单调性并不成立，因此我们也需要重新分析这种情况下的

模型偏差与方差。

原始的偏差方差分解技术主要针对的是均方误差，后来又被逐渐推广到了交叉

熵误差以及零一误差 [65–68]。然而，只有均方误差以及交叉熵误差这类可导的误差具

有唯一的分解形式。而零一误差这类不可导的误差函数，其分解方式具有多种且各

自具有不同的特性。由于模型泛化误差回合双降现象主要发生在测试错误率（即零

一误差）上，因此我们需要确定一个更加合理且规范的分解框架。在该章节中我们
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使用的是 Domingos在 2000年提出的一种统一的偏差方差分解框架 [69]。该分解框架

既能够对零一误差进行分解，同时能够容纳均方误差以及交叉熵误差的情况，因此

具有较强的说服力。

令 (x, t)为从数据分布 D中采样的样本点，其中 x ∈ Rd为 d维的输入而 t ∈ Rc

为 c个分类类别中某一类别的独热编码形式（One-Hot Encoding）。接下来采样的训
练集 T = {(xi, ti)}ni=1 ∼ Dn 被用来训练模型 f : Rd → Rc。令 y = f(x; T ) ∈ Rc

为在 T 上训练的模型 f 上的概率输出，而 L(t,y) 为其误差函数。那么期望误差
ET [L(t,y)]需要足够小才能保证模型准确地学习到训练集中的模式，并且能够较好
地泛化到训练集以外的样本点上。

根据 Domingos的论文 [69]，对 ET [L(y, t)]的通用分解框架写作：

ET [L(t,y)] = L(t, ȳ)︸ ︷︷ ︸
偏差

+β ET [L(ȳ,y)]︸ ︷︷ ︸
方差

, (4.1)

其中 β 在不同的误差函数形式下表示不同的值，而 ȳ通过以下式子获得：

ȳ = argmin
y∗∈Rc

∣∣∑c
k=1 y

∗
k=1,y∗

k≥0

ET [L(y∗,y)]. (4.2)

显然，ȳ最小化了公式4.1中的方差项，其能够被看作为不同采样的训练集 T 下各个
模型输出 y的“中心点”或者“集成输出”。需要注意的是，在真实情况下除了偏差与
方差项以外还存在着噪声项。在这里我们将 t看做真值标签而忽略了噪声项。

为方便查看，在表格4.1中我们总结了不同误差函数 L所对应的 ȳ 以及 β 的具

体形式（详细推导过程见下一节内容）。其中，交叉熵误差为常用形式的 Kullback-
Leibler散度（KL散度）完整形态，Z =

∑c
k=1 exp{ET [log yk]}为与 k无关的归一化

常数，H(·)为将向量中的最大元素变为 1且其余变为 0的函数，1con{·}为输入为真
时等于 1而输入为假时输出 0的指示函数，log与 exp为对向量各元素分别进行操作

的运算符。这一章中我们主要关注零一误差的偏差方差分解，因为神经网络泛化误

差回合双降现象主要出现在零一误差上（具体对比详见下一节内容）。为了获得总

体的偏差项与方差项，我们分析了 Ex,tET [L(t,y)]，即 ET [L(t,y)]在数据分布 D上
的期望值。

40



华 中 科 技 大 学 硕 士 学 位 论 文

表 4.1 不同误差函数下的偏差方差分解

误差函数 L(t,y) ȳ β

均方根误差 ∥t− y∥22 ET y 1

交叉熵误差
∑c

k=1 tk log
tk
yk

1
Z exp{ET [log y]} 1

零一误差 1con{H(t) ̸= H(y)} H(ET [H(y)])
当 ȳ = t时为 1，其余情况为

−PT (H(y) = t
∣∣ȳ ̸= H(y))

4.2 不同误差函数的偏差方差分解

在这一小节中我们将对均方误差、交叉熵误差以及零一误差这三种误差函数在

通用的偏差方差分解框架下进行分解。与此同时，我们将会详细说明为什么实验中

使用零一误差来进行偏差方差分解。

4.2.1 均方误差的分解

对于均方误差我们有 L(t,y) = ∥t − y∥22，现在我们首先需要根据公式4.2计算
ȳ。我们先忽略可行域的限制从而直接考虑解决下面的优化问题：

ỹ = argmin
y∗

ET [∥y∗ − y∥22], (4.3)

显然其解为 ỹ = ET y。很容易验证解 ỹ天然满足公式4.2可行域的限制，故 ȳ = ỹ =

ET y.

由上，我们便可以将均方误差分解为：

ET [∥t− y∥22] = ET [∥t− ȳ + ȳ − y∥22]

= ET [∥t− ȳ∥22 + ∥ȳ − y∥22 + 2(t− ȳ)T (ȳ − y)]

= ∥t− ȳ∥22 + ET [∥ȳ − y∥22] + 0, (4.4)

其中第一项表示误差的偏差项，第二项表示方差项，同时根据该分解我们可以很容

易知道 β = 1。

4.2.2 交叉熵误差的分解

对于交叉熵误差 L(t,y) =
∑c

k=1 tk log
tk
yk
而言，其 ȳ 可以通过使用拉格朗日乘

子法 [70]来计算公式4.2：

l(y∗, λ) = ET

[
c∑

k=1

y∗k log
y∗k
yk

]
+ λ ·

(
1−

c∑
k=1

y∗k

)
. (4.5)
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为了最小化 l(y∗, λ)，我们需要计算它关于 y∗和 λ的偏导数：

∂l

∂y∗k
= ET

[
log

y∗k
yk

+ 1

]
− λ, k = 1, 2, ..., c

∂l

∂λ
= 1−

c∑
k=1

y∗k.

通过令偏导数等于零，我们有：

ȳk =
1

Z
exp{ET [log yk]}, k = 1, 2, ..., c (4.6)

其中 Z =
∑c

k=1 exp{ET [log yk]}为与 k无关的归一化常数。

由于

ET

[
c∑

k=1

αk log
ȳk
yk

]
= − logZ, ∀αk

c∑
k=1

αk = 1, (4.7)

故我们有：

ET

[
c∑

k=1

tk log
tk
yk

]
= ET

[
c∑

k=1

tk

(
log

tk
ȳk

+ log
ȳk
yk

)]

=
c∑

k=1

tk log
tk
ȳk

+ ET

[
c∑

k=1

tk log
ȳk
yk

]

=
c∑

k=1

tk log
tk
ȳk

− logZ

=
c∑

k=1

tk log
tk
ȳk

+ ET

[
c∑

k=1

ȳk log
ȳk
yk

]
, (4.8)

从中我们可以知道 β = 1。

4.2.3 零一误差的分解

对于零一误差函数 L(t,y) = 1con{H(t) ̸= H(y)}，ȳ为多个模型的投票结果，即

H(ET [H(y)])，这样才能使得方差最小。但是，β 的值取决于 ȳ与 t之间的关系。

当满足 ȳ = t时，我们有：

ET [1con{H(t) ̸= H(y)}] = 0 + ET [1con{H(ȳ) ̸= H(y)}]

= 1con{H(t) ̸= H(ȳ)}+ ET [1con{H(ȳ) ̸= H(y)}] , (4.9)

显然此时 β = 1。

当满足 ȳ ̸= t时，我们有：

ET [1con{H(t) ̸= H(y)}] = PT (H(y) ̸= t) = 1− PT (H(y) = t)
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= 1con{H(t) ̸= H(ȳ)}

− PT
(
H(y) = t

∣∣H(y) = ȳ
)
PT (H(y) = ȳ)

− PT
(
H(y) = t

∣∣H(y) ̸= ȳ
)
PT (H(y) ̸= ȳ) . (4.10)

由于 ȳ ̸= H(t)，我们可以知道：

PT
(
H(y) = t

∣∣H(y) = ȳ
)
= 0. (4.11)

此时公式4.10变为：

ET [1con{H(t) ̸= H(y)}] = 1con{H(t) ̸= H(ȳ)} − PT
(
H(y) = t

∣∣H(y) ̸= ȳ
)
PT (H(y) ̸= ȳ)

= 1con{H(t) ̸= H(ȳ)}

− PT
(
H(y) = t

∣∣H(y) ̸= ȳ
)
ET [1con{H(ȳ) ̸= H(y)}] , (4.12)

故我们有 β = −PT
(
H(y) = t

∣∣H(y) ̸= ȳ
)
。

4.2.4 不同误差函数对应的测试误差

多种误差函数可以用于对训练过程中的测试模型进行泛化性能度量。其中最为

常用的便是上一节内容中提到的均方误差、交叉熵误差以及零一误差。但是我们需

要知道的是，即使是对同样的一个模型使用不同误差函数来测试，其训练过程中的

泛化误差变化趋势也并不一致。为了证明这一点，我们分别在 SVHN、CIFAR10、
CIFAR100三个数据集上训练了 ResNet18模型，在训练过程中我们引入了 20%的标

签噪声来促成回合双降现象。学习率为 1e− 4的 ADAM优化器被用于训练模型。在
每一个数据集上，我们对同样的模型使用了不同的误差函数来度量泛化性能，其结

果我们展示在了图4-1上。通过比较不同误差函数的情形我们可以发现，在测试零
一误差――也就是测试错误率――的情况下神经网络泛化误差回合双降现象最为明显，

而在交叉熵误差或者均方误差上则几乎没有二次下降的现象。该现象的主要原因在

于，在训练后期模型的输出极化为 0或者 1，从而使得在错误分类的样本上交叉熵

误差与均方误差较大。但是需要说明的是，即使交叉熵误差与均方误差发生了变化，

其决策边界本身没有发生改变。譬如，当我们将神经网络最后一层的权重乘上某一

正数，此时决策边界并没有发生变化，因此对应的零一误差不发生改变，但交叉熵

误差与均方误差却会随着该正数的改变而改变。综上，我们主要在零一误差上进行

偏差方差分解，因为其对泛化性能的分析更为准确。

43



华 中 科 技 大 学 硕 士 学 位 论 文

(a) 均方误差 (b) 交叉熵误差 (c) 零一误差

图 4-1 训练过程中的不同误差函数值

4.3 回合双降现象下的偏差与方差

上一节内容我们已经介绍了偏差方差分解的方法以及分析的误差函数，这一

节内容我们将在回合双降现象出现的设置下考察训练过程中模型对应的偏差项

Ex,t[L(t, ȳ)]以及方差项 Ex,tET [L(ȳ,y)]。显然，我们需要在数据分布中采样多个训
练集并分别在其上训练模型，这样才能够从中估计出偏差与方差的变化。

具体而言，令 T ∗ 表示测试集，f(x; Tj, q)为在训练集 Tj ∼ Dn (j = 1, 2, ..., K)

上训练 q 个回合的模型 f。那么根据上一节的计算方式我们可以知道，第 q 个回合

的偏差 B(q)与方差 V (q)可以分别表示为：

B(q) = E(x,t)∈T ∗
[
L
(
t, f̄(x; q)

)]
, (4.13)

V (q) = E(x,t)∈T ∗

[
1

K

K∑
j=1

L(f̄(x; q), f(x; Tj, q))

]
, (4.14)

其中

f̄(x; q) = H

(
K∑
j=1

H(f(x; Tj, q))

)
, (4.15)

为 {f(x; Tj, q)}Kj=1的投票结果。

我们需要强调的是，在实际情形下 D 是未知的，故我们实验中的 Tj 为原始完

整训练集中的部分采样，其中每个 Tj 为原始训练集 50%的采样。因此，虽然我们

的实验结果展示了泛化误差回合双降现象的主要因素，但是具体计算的偏差与方差

并不与实际训练整个训练集时相一致。

4.3.1 方差项的二次下降

实验中我们考虑 ResNet与 VGG两种架构类型，数据集为 SVHN，CIFAR10以
及 CIFAR100。我们对不同学习率的 SGD优化器与 ADAM优化器的训练过程均进行
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(a) SVHN (b) CIFAR10 (c) CIFAR100

图 4-2 使用学习率为 1e-4的 ADAM优化器训练时的零一方差及其对应的偏差与方差

了实验。训练集批次大小设置为 128，并且所有对模型都在数据增强的情况下训练

了 250个训练回合。在从完整的训练集中采集 {Tj}Kj=1 （K = 5）之前，我们随机扰

动了训练集中 20%样本点的标签从而引入泛化误差回合双降现象。

图4-2、4-3、4-4以及4-5分别展示了在不同优化设置下的模型在测试集上的零一
误差以及对应的偏差项与方差项。几乎在所有的图中我们都可以看到，在训练过程

中偏差快速下降然后收敛到一个较低的值，但是方差却表现得大不相同。从图中我

们可以看到，方差项在训练过程中的变化趋势与测试误差几乎一模一样，甚至连一

些局部的波动都基本保持一致。这些实验都说明了，在零一误差的情况下，方差项

为影响模型泛化误差变化的主体。

从实验结果中我们也可以发现，方差项不再如传统统计学习上所认为的那样随

着训练不断增加，而是具有着更加复杂的变化。零一误差的方差项从一个较大的值

开始快速衰减，紧接着开始上升，随后却再次开始下降。初始阶段与传统统计学习

中不符合的原因主要在于分析误差函数的不同。统计学习中常常分析交叉熵误差与

均方误差这类能够反映输出概率不同程度的误差函数，而零一误差只能反映标签的

不同。在训练的初始阶段，输出的概率全部接近于随机，故此时输出概率上很小的

不同就可能导致完全不同的标签，从而使其具有与其他误差函数所不同的初始情况。

在训练后期，由于输出地形高频分量的逐渐消失，模型之间由于过拟合噪声所导致

的输出差异减小，从而使得方差下降。由于方差项的降低，模型的泛化误差也随着

减少，从而出现了神经网络泛化误差回合双降的现象。
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(a) SVHN (b) CIFAR10 (c) CIFAR100

图 4-3 使用使用学习率为 1e-3的 ADAM优化器训练时的零一方差及其对应的偏差与方差

(a) SVHN (b) CIFAR10 (c) CIFAR100

图 4-4 使用学习率为 1e-3的 SGD优化器训练的零一方差及其对应的偏差与方差
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(a) SVHN (b) CIFAR10 (c) CIFAR100

图 4-5 使用学习率为 1e-2的 SGD优化器训练时的零一方差及其对应的偏差与方差

4.3.2 不同噪声水平下的方差与偏差

上一节的实验已经说明，零一误差与其方差项高度一致，且正是由于其方差项

在后期的衰减导致了泛化误差的二次下降。已知较高水平的标签噪声可以使得模型

泛化误差回合双降现象更加明显与清晰 [19]，接下来我们将验证在不同噪声水平下泛

化误差与方差的同步性。

该实验在 CIFAR10上的 ResNet18上进行，且使用学习率为 1e− 4的 ADAM优
化器进行训练。我们调节标签噪声的占比从 0%到 40%变化，然后观察在测试集上

对应的零一误差、方差项与偏差项。图4-6展示了训练过程中这三者在不同噪声水平
下的情况。我们可以看到，虽然标签噪声同时影响了偏差项与方差项，但是后者显

然更加敏感且显示出与误差更好的同步性。例如，当我们随机扰动一小部分比例――

如 10%――标签时，方差项在 20回合到 50回合之间出现了一个清晰的低谷，但是偏

差项上却没有非常明显。另外一个有趣的发现是，标签噪声的占比似乎并不影响误

差到达其极小值时的回合数。这是一个出乎意料的现象，因为通常而言噪声被认为

与数据集的复杂度高度相关。我们将在未来的研究中对如何评测数据集复杂度这个

问题进行更加深入的探讨。
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图 4-6 训练过程中不同噪声水平下的误差、方差与偏差热力图

4.4 基于非校验集信息的泛化误差曲线预测

上一节内容我们已经验证了测试错误率与其方差之间的同步性，但是该方法除

了分析模型泛化性能变化以外其应用场景极其有限。在估计方差的过程中，我们需

要用到测试集，同时需要在同一个数据分布上采样多个训练集来训练多个模型。然

而现实情况下我们没有办法获得测试集，更没有办法获得数据集的完整分布。故此，

我们希望能够在单一训练集上估计出类似方差的量，这样就可以在不使用校验集的

情况下直接预测获取模型的泛化性能变化趋势。这便是这一节内容中我们提出的“优
化方差”。

事实上，目前已有部分论文提出了一些复杂度度量来预测神经网络的泛化能力，

比如解在参数空间的平坦度 [71] 以及一些基于参数大小的指标 [72]。但是，这些指标

都非常依赖于模型的参数与结构，使得跨模型的比较非常困难。Dinh等在 2017年
指出，当我们重参数化模型时，神经网络解的平坦度可以任意变化但是却不会影响

神经网络所表示的函数 [73]；Neyshabur等在 2018年指出，这些指标不能够解释神经
网络不断变宽情况下泛化性能的变化 [74]。Chatterji于 2020年提出了一种叫做模型临
界度（Model Criticality）的指标，该指标能够反映出跨模型的泛化性能的变化 [75]，

但遗憾的是该指标并不能在训练过程中反映模型的泛化性能变化，特别是回合双降

这种复杂变化的情况。

我们提出的优化方差能够只在训练集上计算便可以反映模型训练过程中的泛化

误差变化趋势。即使是在模型泛化误差回合双降的复杂变化下，我们的指标依然能

够保有较好的一致性。同时，其计算只需要使用神经网络的 logits输出，因此与其
架构或参数依赖较小，从而能够解释更多的泛化现象，比如模型泛化能力随着其宽

度增加的变化。我们将在本章后续部分详细阐述。
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4.4.1 度量模型泛化能力的新指标：优化方差

根据公式4.1中的定义我们可以知道，方差项度量了同一数据分布中训练集的不
同采样所带来的模型多样性。换句话说，其度量了模型对某一样本点的输出由于训

练集的随机性而发生变化的程度。我们知道，梯度是训练集在优化过程中传递给模

型的唯一信息，因此我们可以去度量在同一回合不同训练批次梯度所引入的方差情

况。更具体来讲，我们可以使用某个指标来反映神经网络对采样噪声的鲁棒性。如

果神经网络所表示的模型会随着不同训练批次而发生剧烈的变化，那么它的泛化误

差也极有可能因为优化过程引入的较大方差而变得较差。一个与之相似的指标为解

的平坦度 [71]，但是由于该指标只能在局部极小点计算故不能够在整个优化过程中使

用。

数学上来讲，对于某一样本点 (x, t) ∼ D，令 f(x;θ)表示神经网络在参数 θ下

的 logits输出。令 TB ∼ Dm表示样本数为m的训练批次，g : TB → R|θ|为优化器根

据 TB 计算出来的 θ 的更新量。那么我们可以获得一个以 TB 为自变量的函数分布

Fx(TB)，即 f(x;θ+ g(TB)) ∼ Fx(TB)。从这个角度来看，Fx(TB)分布的方差反映了

训练批次改变所带来的模型多样性。基于该角度，我们在下列给出优化方差的具体

定义式。

定义 4.1 (优化方差（Optimization Variance，OV）)： 给定一个输入 x以及模型在第

q训练回合的参数 θq，那么在该回合针对 x的优化方差定义为：

OVq(x) ,
ETB

[
∥f(x;θq + g(TB))− ETBf(x;θq + g(TB))∥22

]
ETB

[
∥f(x;θq + g(TB))∥22

] . (4.16)

需要注意的是，在公式4.16的分母消除了优化过程中 logits值大小本身带来的影
响下，OVq(x)度量的是方差的相对变化值。这样一来，优化的不同阶段下 OVq(x)

就具有了可比性。这里的动机来自于统计理论中的变异系数①，也被叫做相对标准

差。变异系数被定义为标准差与均值的比值，故与模型的量纲无关，因此变异系数

能够比较具有不同量纲的两个量的分散程度。

回到优化方差，我们知道 logits输出的方差――即优化方差定义式的分子――由
于 logits大小的变化而不能在优化过程的不同阶段进行比较。事实上，即使 logits的
方差在整个优化过程中保持相同，在 logits本身值较大时其对决策边界的影响也会
极其有限。因此，通过将 logits大小视作量纲，根据变异系数的定义我们将优化方
差定义为

∑
i σ

2
i /
∑

i µ
2
i 的形式，其中 σi与 µi分别表示了 logits第 i项的标准差与均

值。如果我们去掉了分母项，那么优化方差的值便不再能够指示泛化误差的变化趋

势，尤其是在优化过程的早期阶段。

① https://en.wikipedia.org/wiki/Coefficient of variation
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直观上来讲，优化方差代表了梯度对模型影响的非一致性。如果 OVq(x)非常

大，那么不同的采样批次 TB 便会使得模型对相同输入具有完全不同的的输出，从

而导致较高的模型多样性与方差。注意这里我们强调的是梯度对模型影响的非一致

性而不是梯度本身的非一致性。后者可以被梯度方差度量，但其与模型函数的方差

存在着不同，比如某些情况下不同的梯度会导致模型函数变化相同。但与此同时，

这两者之间也具有着密切的联系，下面我们将详细阐述。

简洁起见，我们省略OVq(x)中的脚标 q并且用 g̃(TB)来表示 g(TB)−ETBg(TB)。

那么梯度的方差 Vg 可以写作：

Vg = ETB
[
∥g(TB)− ETBg(TB)∥22

]
= ETB

[
g̃(TB)

T g̃(TB)
]
. (4.17)

令 Jθ(x) 表示模型的 logits 输出 f(x;θ) 关于参数 θ 的雅可比矩阵（Jacobian
Matrix）：

Jθ(x) = [∇θf1(x;θ),∇θf2(x;θ), ...,∇θfc(x;θ)] , (4.18)

其中 fj(x;θ)表示 f(x;θ)的第 j 项，而 c为类别数量。

使用一阶近似我们有：

f(x;θ + g(TB)) ≈ f(x;θ) + Jθ(x)
Tg(TB), (4.19)

而 OV (x)可以写作：

OV (x) ≈
ETB

[
g̃(TB)

TJθ(x)Jθ(x)
T g̃(TB)

]
f(x;θ)Tf(x;θ) + ETB [O (∥g(TB)∥2)]

≈
ETB

[
g̃(TB)

TJθ(x)Jθ(x)
T g̃(TB)

]
f(x;θ)Tf(x;θ)

.

(4.20)

我们可以发现 Ex [OV (x)] 与 Vg 之间唯一的区别在于中间的权重矩阵

Ex

[
Jθ(x)Jθ(x)

T

f(x;θ)T f(x;θ)

]
。这意味着惩罚梯度方差也能够降低优化方差。

4.4.2 基于优化方差的泛化误差曲线预测

上一节内容中我们提出了一个新的叫做优化方差的指标，这一节我们将根据其

定义检验在实际实验中其与泛化误差变化的一致性。

4.4.2.1 训练过程中的优化方差与测试准确率

我们遵循本章前面所述的实验设置，在 SVHN、CIFAR10、CIFAR100三个数据
集上检验了 VGG与 ResNet两类架构。我们在训练过程中的每一个回合计算了优化
方差在训练样本 x上的期望，即 Ex[OVq(x)]，其值使用训练集中随机采样的 1000

个样本点来估计。需要注意的是，其计算的每一个步骤都完全没有使用测试集。
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(a) SVHN (b) CIFAR10 (c) CIFAR100

图 4-7 使用学习率为 1e-4的 ADAM优化器训练时的测试正确率以及优化方差

图4-7、4-8、4-9以及4-10展示了不同学习率的不同优化器在不同标签噪声下的
优化方差与测试准确率，其中图例中的数字表示标签噪声的占比。其中实线展示的

为测试准确率，虚线展示的为 Ex[OVq(x)]，不同颜色表示不同的标签噪声占比。虽

然某些情况下优化方差并没有呈现出严格的回合双降现象，例如图4-8中 CIFAR100
上的 VGG16模型，但是我们可以普遍观测到实现与曲线之间的对称性，这意味着
优化方差虽然能够从训练集中直接计算，却能够较好地预测测试准确率的变化趋势。

另外我们可以发现，当模型添加噪声后泛化误差上升，而此时优化方差本身也会随

之增加，这同样验证了优化方差较好的泛化能力指示能力。

这里需要注意的是模型回合双降现象并不是使用优化方差的必要条件，而是为

了验证在训练过程中即使模型泛化能力变化较为复杂，优化方差也依然能够捕捉到

其变化趋势。正如上面图片中所示，我们比较了没有噪声情况下的优化方差与测试

准确率，当泛化误差回合双降现象没有出现时，我们提出的优化方差也能够较好地

预测。

上述实验中的 OVq(x)使用了所有的训练批次来进行计算，但是这可能并不是

必要的。事实上，即使只使用一小部分训练批次，我们通常也能够较为准确的估计

优化方差。为了验证这一点，我们使用了不同数量的训练批次来估计 OVq(x)，其结

果显示在图4-11中（训练集的标签噪声占比为 20%）。我们可以发现，某些情况即

使只使用 10个训练批次的数据也可以较好地估计优化方差的值。

另一个有趣的发现是即使是测试准确率上一些不规则的波动，优化方差也能

够较好地反映出。这种联系在一些简单的数据集上最为明显，比如 MNIST [51] 与

FashionMNIST [76] 数据集。我们在这两个数据集上使用了学习率为 1e − 4的 ADAM
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(a) SVHN (b) CIFAR10 (c) CIFAR100

图 4-8 使用学习率为 1e-3的 ADAM优化器训练时的测试正确率以及优化方差

(a) SVHN (b) CIFAR10 (c) CIFAR100

图 4-9 使用学习率为 1e-3的 SGD优化器训练时的测试正确率以及优化方差
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(a) SVHN (b) CIFAR10 (c) CIFAR100

图 4-10 使用学习率为 1e-2的 SGD优化器训练时的测试正确率以及优化方差

(a) SVHN (b) CIFAR10 (c) CIFAR100

图 4-11 使用学习率为 1e − 4的 ADAM优化器训练时，不同数量训练批次估计出的优化方
差
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(a) MNIST (b) FashionMNIST

图 4-12 MNIST与 FashionMNIST数据集上 LeNet-5的测试准确率与优化方差

优化器训练了模型 LeNet-5 [51]，图4-12展示了其结果。我们可以看到，优化方差的
尖峰与测试准确率的一些尖峰发生在同一个回合，因此具有极好的同步性。

综上，我们的实验结果证明了模型在训练过程中的泛化能力可以被我们提出的

优化方差预测。这样我们就可以在不使用校验集的情况下预测早停点以及其他一些

泛化现象。

4.4.2.2 不使用校验集的早停技巧

训练神经网络的步骤一般包含三步：1）将大训练集划分为小训练集与校验集；
2）使用小训练集来训练模型，并且在校验集上确定并记录早停点；3）在大训练集
上训练同样的回合数获得更好的泛化性能。然而，这样并不能保证在大训练集上的

早停点与小训练集上的相同，因此一个有趣的问题是：我们能否直接在大训练集上

训练并且不使用校验集便找到早停点？根据上一节的实验我们可以知道，优化方差

由于其与泛化误差的一致性可以用作该用途。

这里为了更加鲁棒的结果，我们使用优化方差在训练过程中的平滑值而非优化

方差本身。具体而言，我们使用一个窗口为 10个回合的窗口来对优化方差进行滑动

均值滤波，然后在平滑后的优化方差上使用忍耐回合数（Patience）为 10的早停方

法找到其极小值。作为参照，我们也使用相同的早停方法直接在测试错误率上找到

最小值并以此为理想真值情况。但是需要注意的是真值情况在实际情况中并不能获

得，这里只是出于一种验证目的来作为比较。

同样地，我们在不同标签噪声水平下（10%和 20%）的多个数据集上训练了多

个模型（SVHN：VGG11和 ResNet18；CIFAR10：VGG13和 ResNet18；CIFAR100：
VGG16和 ResNet34），同时我们使用了不同学习率下的多种优化器来验证情况（学
习率为 1e − 3与 1e − 4的 ADAM优化器以及学习率为 1e − 2与 1e − 3、动量项为

0.9的 SGD优化器）。接下来，我们比较了真值早停点、真值测试错误率与使用优化
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(a) 最优早停回合 (b) 最优测试错误率

图 4-13 基于测试误差真值以及优化方差搜索的早停方法的对比

方差搜索到的早停点、测试错误率之间的大小①。实验结果我们展示在了图4-13，其
中不同的形状表示不同的数据集，不同颜色表示不同的模型。黑色直线指示了搜索

值与真值相等的情况。我们可以发现真值早停点与搜索到的早停点相对较近，但是

也存在着一些例外，比如图4-13(a)位于（40，100）坐标的点。在实际情况中，模型
泛化误差较低时会存在这波动，导致早停点也会在其上前后有较大的波动，但是这

种波动引起的泛化误差的波动却不会太大，而泛化误差才是我们真正关心的值。从

图4-13(b)中我们可以看到，测试错误率与真值错误率总是非常相近，这证明了使用
优化方差来作为早停指标的可行性。

4.4.2.3 其余情况下的泛化性能预测

训练集较小情况下的预测：对于较大训练集而言，校验集能够很好的划分出来

且一般不容易伤害模型的泛化性能，但是在较小数据下校验集却并不容易合理的划

分出来。优化方差因其能够直接在训练集上获得且能较好指示出模型的泛化能力，

故此对较难划分出校验集的小训练集而言有较重要的意义。从这个角度出发，我们

验证了优化方差在较小数据量情况下的指示效果。我们从 CIFAR10上分别随机抽
取了 2000、4000与 6000个训练样本来验证优化方差在小训练集下的有效性。考虑

到只有较少的训练样本，这里我们使用较小的一个卷积神经网络，并使用学习率为

1e− 4的 ADAM优化器来训练模型。该卷积神经网络的具体架构细节详见表4.2。

实验的结果我们展示在图4-14中，其中图例中的数字代表模型使用的训练样本
数量。我们可以观察到两个现象：1）当训练样本数量较小时，优化方差与模型的泛
化能力依然在训练过程中有着较好的一致性，这验证了我们提出的指标在小数据集

① 在 SVHN上训练的 VGG11在学习率为 1e− 3的 ADAM优化器情形下无法正常训练，所以我们没有将其纳
入实验结果。
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表 4.2 较小卷积神经网络的架构细节

网络层 参数 BN 激活函数 最大池化

输入 输入尺寸=(32, 32)×3 - - -

卷积层 滤波器=(3, 3)×32 X ReLU (2, 2)

卷积层 滤波器=(3, 3)×64 X ReLU (2, 2)

全连接层 神经元数量=1024 - ReLU -

全连接层 神经元数量=10 - Softmax -

图 4-14 使用较少训练样本时模型的测试准确率与优化方差

上的效果；2）另一个符合预期的现象是，当更多的训练样本被使用时，模型的泛化
性能有较大的提升，在这时优化方差也体现出了同样的特性。该现象很好地说明了

优化方差对模型泛化性能的指示能力。

模型宽度变化下的预测：除了指示模型在训练过程中的泛化性能变化，优化方

差也能够解释一些其他的跨模型泛化现象，比如模型宽度对泛化能力的影响。为

了验证这一点，我们使用不同宽度的 ResNet18在 CIFAR10上通过学习率为 1e − 4

的 ADAM优化器训练 100个回合，然后比较其测试准确率与优化方差的变化。对

于每层卷积层，我们将其滤波器数量设置为 k/4倍于原始模型的滤波器数量，其中

k = 1, 2, ..., 8。然后我们验证优化方差与测试准确率之间的相关度。注意为了减少不

同模型训练过程的影响，在计算优化方差时我们统一使用学习率为 1e− 3且不包含

动量的 SGD优化器。这样一来，不同模型之间的比较更加公平。

图4-15中我们展示了实验的结果。当 k 增加时，优化方差也会逐渐下降，换句

话说采样噪声引入的模型多样性随着模型宽度的增加而降低，这意味着增加模型宽
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图 4-15 不同模型宽度下的测试准确率与优化方差

度能够较好地提升模型对采样噪声的鲁棒性从而带来更好的泛化性能。图中优化方

差与测试准确率之间的皮尔逊相关系数（Pearson Correlation Coefficient）为 −0.94，

且 p值为 0.0006。该实验说明优化方差对跨模型的泛化性能变化同样具有一定的指

示能力。

4.5 本章小结

神经网络过拟合训练集噪声以后所具有的复杂输出地形会带来模型方差的上

升，因此研究神经网络泛化误差回合双降现象下的方差与偏差极为重要。传统的统

计学习理论指出，随着训练的不断进行，模型的偏差会不断下降，而方差会逐渐上

升，从而使得最后的泛化误差出现先下降后上升的 U型曲线。然而，这种情况显然
与神经网络的回合双降现象相违背，因此我们在该现象下重新分析了模型的偏差与

方差。

与之前研究不同的是，由于误差回合双降现象一般出现在使用错误率作为泛化

度量的情形下，因此我们偏差方差分解的对象不再是统计学习中常分解的均方误差

或者交叉熵误差这类可导的误差函数，而是通过一个通用的分解框架对零一误差――

即错误率――进行了分解。通过在多个数据集、多个模型框架、不同占比的噪声以及

多种优化策略下进行实验，我们发现零一误差的方差项主导了模型泛化误差的变化。

换句话说，正是由于方差的回合双降导致了零一误差的回合双降。这个发现既说明

了神经网络泛化误差回合双降的原因，又证明了传统统计学习中方差不断增加的假

设并不总是成立。

由于方差与模型测试误差的高度一致性，我们期望能够在训练集上计算一个类

似的指标来度量优化过程中逐渐引入的方差项，这样我们就可以在不使用校验集的

情况下获取模型泛化误差的变化趋势。基于此，我们提出了优化方差这个新的指标，
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该指标度量了优化过程中随机采样的不同训练批次对模型表示的函数带来的影响。

通过大量的实验，我们发现该指标虽然是在训练集上进行计算，却能够在优化过程

中与模型泛化误差具有相同的变化趋势。即使是在回合双降现象这样复杂的泛化误

差变化情况下，优化方差依然保有较好的预测泛化误差曲线的能力。在这个发现的

基础上，我们进一步提出了不需要校验集的早停方法，从而使得模型能够直接在完

整训练集上进行训练而不用担心过拟合。从这一点出发，优化方差尤其适合在训练

集较小这种难以划分校验集的情况下使用。除此之外我们还发现，优化方差不仅能

够在同一个模型的优化过程中指示模型的泛化性能，其还具有一定的跨模型能力。

当模型宽度增加时，优化方差也能够较好地反映模型泛化性能的变化。

最后我们需要指出的是，虽然优化方差在模型宽度变化时能够作为跨模型的泛

化性能指示指标，但是我们并没有在模型架构发生非常大改变时观察到优化方差与

测试准确率之间的显著联系。比如，优化方差的大小并不能用来有效地比较 VGG
与 ResNet两种架构之间的泛化性能大小。我们未来的研究会寻找具有更强跨模型通
用性的指标来指示模型的泛化性能。
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5 总结与展望

5.1 总结

为什么过参数化的神经网络模型复杂度大到能够拟合随机噪声，但是在正常训

练集上却依然保有较好的泛化能力？神经网络的泛化性能难以被传统机器学习理论

所解释，也因此成为了研究的难点与热点。一些研究认为这是因为神经网络的优化

过程具有学习偏好，即其会由简单到复杂地搜索模型所在的函数空间。学习偏好使

得神经网络优化过程中实际的模型复杂度较小，从而具有较好的泛化性能。然而，

这些研究的基本假设都建立在神经网络的学习偏好单调性的基础上，而这与近来发

现的神经网络泛化误差二次下降现象相违背。

本文旨在对神经网络地形复杂度以及误差分解的偏差方差进行分析，从而能够

对泛化误差回合双降现象进行解释与说明，进而促进神经网络泛化性能的研究。我

们首先利用分段线性神经网络片状输出地形的几何特性，使用凸优化的方式对其切

分粒度以及泛化边界进行了分析。我们实验表明，不同优化技巧能够显著改变输出

地形的切分粒度从而对神经网络泛化能力进行影响。在这一部分，我们论证了神经

网络输出地形与其泛化能力之间的紧密联系，从而为后续部分使用输出地形频谱来

解释泛化误差回合双降现象垫定了基础。

基于本文提出的一种新的计算输出地形频谱的方法，我们通过实验反驳了之前

研究假定的神经网络在训练过程中所具有的频谱偏好这种学习偏好的单调性。通过

分解流形区域上的输出地形以及非流形区域的输出地形，我们发现学习偏好的单调

性只存在于流形区域输出地形拟合噪声的过程中，而这一步并不会带来泛化性能的

进一步提升；与之相反的是，非流形区域的输出地形高频分量不断下降，使得其上

的输出地形逐渐变得平坦，从而令模型在部分没有被训练流形覆盖的测试点上的泛

化误差显著下降，进而导致了模型泛化误差回合双降的现象。从总体上来看，我们

也可以看到频谱的高频成分呈现出先上升后下降的趋势，且峰值与泛化误差第二次

下降的起点具有同步性。

考虑到样本采样的随机性以及噪声样本点的独特性，神经网络拟合噪声点时复

杂的输出地形会带来较大的方差。通过对零一误差进行偏差方差分析，我们发现方

差项非单调性的变化主导了泛化误差回合双降现象的发生。基于该结论，我们提出

了一种叫作优化方差的新指标来度量神经网络在优化过程中所表示的函数对采样噪

声的稳定性。该指标通过指示模型在优化过程中引入方差的大小，能够仅在训练集

上计算便可以与模型泛化误差保持一致的变化趋势。即使是在模型回合双降这样的

泛化误差复杂变化的场景下，优化方差依然具有较好的预测能力。
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5.2 展望

虽然本文一定程度上对神经网络回合双降现象做出了解释并对神经网络泛化性

能的研究起到了促进作用，但是其背后的理论基础依然尚不清晰。由于在优化过程

中模型、数据以及优化算法之间的复杂耦合，真实场景下神经网络的泛化性能很难

被完整定义，也因此该研究方向尚存在着诸多难题与挑战：

• 目前的研究对于无限宽神经网络的优化过程已经有了较好的理解。研究发现无
限宽神经网络等效于核学习，而其所表示的核函数被命名为神经正切核。因此

通过核学习的理论，我们便可以搞清楚无限宽神经网络优化的具体过程。然而

事实表明，实际使用的神经网络与无限宽神经网络之间依然存在着较大差异，

如何将无限宽神经网络上成立的理论迁移到实际使用的神经网络上是一个难

题。

• 本文通过实验证明了神经网络非单调性变化的频谱偏好来源于非流形区域输出
地形在训练中的平整化，但是其背后的原因尚不清晰。虽然目前已有部分研究

认为其主要原因是神经网络优化过程具有的隐式正则作用，但其作用的机理依

然很难解释清楚。即使优化过程的隐式正则作用确实存在，为什么其能够对神

经网络训练流形以外的输出地形起作用也依然是一个难题。

• 在本文中，我们提出了一种新的指标进行非校验集信息的神经网络泛化性能曲
线预测。虽然该指标在训练回合数不断增加的情况下对神经网络的泛化误差具

有较好的预测性，甚至能够对模型架构发生一定程度改变时具有跨模型的比较

能力，但是在模型架构差异较大时该指标便不再具有可比性。如何获得一个更

加统一的跨训练阶段、跨模型的指标来度量模型的泛化性能也是一个十分有意

义的研究方向。

总体而言，我们认为研究神经网络类似误差双降这样的异常现象是理解其泛化

能力的窗口。透过这些窗口，我们有望能够一睹神经网络的全貌。虽然这个研究方

向任重而道远，但是我相信随着研究人员的不断努力，神经网络的泛化之谜有一天

能被完全解开。
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