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摘 要

作为对一型模糊集的补充，Zadeh在1975年提出二型模糊集，其最大的特征在于
它的隶属度本身就是个一型模糊集，而不再是一个确定的值，这解决了一型模糊集

的局限性：处理不确定性能力有限。但是由于二型模糊集的计算代价很高，理解与

使用起来比较复杂，应用最广泛的是区间二型模糊集。模糊集最常见的应用是在控

制上。很多研究表明区间二型模糊控制器的控制性能要优于一型模糊控制器，具有

更强的鲁棒性，但是目前对于二型模糊集的研究，实践超前于理论，有很多问题还

亟待解决，因此本文将着重在理论上分析区间二型模糊控制器性能更优的原因，并

进行仿真验证和将理论推广到广义二型模糊集上。主要内容为以下方面：

1. 区间二型模糊控制中降型操作中使用的算法是Kanik-Mendel算法，通过不断
的迭代寻找边界，相对于一型模糊控制而言，运算代价还是很高，为了减小

计算代价，许多学者都对此进行了研究，提出了很多TR算法，本文将选取
几种高效的TR算法，比较它们的控制性能，对实际使用哪种算法效果更好，
有一定参考意义。

2. 用等效的PID增益分析区间二型模糊控制器的特性，理论分析表明区间二型
模糊控制器的等效PID增益比传统的PID增益更小，相关的仿真实验也证明
更保守的参数使区间二型模糊控制器在稳定点更不容易震荡。

3. 用α平面表示广义二型模糊集，使区间二型模糊集的相关计算能够结合到广

义的二型模糊集上，为区间二型模糊控制器的理论分析推广到广义二型模糊

集上提供便利，基于此，我们并对近似二型模糊系统进行相关的仿真研究。

4. 气动肌肉具有非线性、迟滞性、参数时变等特性，本文将基于此平台，比较
一型、区间二型以及近似二型这三种控制器的控制性能。

.

关键词：二型模糊集 鲁棒性 等效PID增益 模糊控制器
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Abstract

In 1975，Zadeh proposed a type-2 fuzzy sets (T2 FSs) as an extension of type-1(T1)
Fs. Compared with T1 FSs, the membership grade is a T1 FSs instead of crisp number, this
characteristic may solve the limitations in the ability of T1 FSs to minimize the effect of un-
certainties. However, because of the high computational cost of T2 FSs and the difficulties
in understanding T2 FSs, IT2 FSs are most widely used in the real world. IT2 fuzzy logic
controllers(IT2 FLC) have demonstrated better control performance in many applications,
especially in control field. However, researches on T2 FSs is actually ahead of the theory,
and there are many problems need to be solved. So, this article will focus on the theoretical
analysis of IT2 FLCs, and give reasonable explanation why IT2 FLCs have better control
performances. Then do some simulation experiments to validate the correctness of theoret-
ical analysis, and expand it to GT2 FSs. The main content in this article can be concluded
into four part:

1. This part is about the efficient TR approaches. Iterative Karnik-Mendel(KM) algo-
rithms are widely used in IT2 FLCs, but it need to continuous iterations to find the
boundary. This cause the higher cost in computation than their T1 counterparts. To
reduce the high computational cost, many TR approaches have been proposed, this
article will choose some efficient TR approaches to compare their control perfor-
mances. This work may have reference meanings in choosing TR approaches.

2. This part focus on theoretical analysis of IT2 FLCs. Theoretical analysis demon-
strated the equivalent PID gains of IT2 FLCs are smaller than traditional PID gains
around the origin. Related simulation experiments have proved because of more
conservative PID gains, IT2 FLCs may hard to shock around setpoints.

3. This part will introduce the α-Plane representation for T2 FSs, this representation
method can make the set theoretic operations for T2 FSs be computed using very
simple α-plane computations that are the set theoretic operations for IT2 FSs. Based
on this method, this article will expand theoretical analysis of IT2 FLCs to T2
FLCs’, and do some simulation experiment to validate theoretical analysis.

4. Pneumatic muscles have characteristics such as nonlinearity, hysteresis, and time-
varying parameters. This article will compare the control performance of three
types of controllers-T1 FLC, IT2 FLC, and QT2 FLC, based on this platform.

.
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1 绪论

1.1 引言

模糊理论是由L.A.Zadeh教授于1965年在《模糊集合》 [1]这篇论文中提出，这篇

文章开创性的把”模糊”这个概念引入到科学领域中，标志了模糊理论的诞生。模糊
理论指的是应用模糊集合（fuzzy sets，FSs）或者隶属度函数（membership function，
MFs）的理论，主要有以下5个分支 [2]：

1. 模糊数学：对于经典集合理论，一个元素只有2种情况，要么属于，要么不
属于这个集合。而模糊数学则是用模糊集合来扩充经典集合理论，不强调这

种’非此即彼’的现象，而是客观事物之间都有一种联系，没有明显的分界，
即’亦此亦彼’。

2. 模糊系统（fuzzy logic system，FLS）：一种基于知识或者基于规则的的系统，
其核心是由IF-THEN组成的知识库。主要应用于信号处理，以及控制等场
合。

3. 模糊逻辑与人工智能：引入经典逻辑学中的近似推理，并以模糊信息和近似
推理为基础开发出模糊专家系统。

4. 不确定信息和理论：概率论、可行性理论、信赖性理论的统称。在现实生活
中，人们会接触到各种信息，有些信息是确定的，但更常见的情况是这些信

息是不确定的。怎样去认识和理解这些信息就需要这样的理论去解决这个问

题。

5. 模糊决策：模糊集合与决策相结合的产物，用软约束来考虑优化问题，例如
在多目标优化问题，如何对多层次的决策问题进行排列。

当然，这5个分支并不是相互独立的，他们之间往往是紧密相连的，例如模糊控
制就需要使用到模糊数学与模糊逻辑。模糊理论从诞生到现在已经经过50多年了，
其发展史可以总结为以下3个阶段：

1. 模糊理论的萌芽：1965年，Zadeh提出FSs的概念，标志这个理论的诞生。
2. 模 糊 理 论 的 发 展： 1973年， Zadeh建 立 了 模 糊 控 制 的 基 础 理 论；

1975年Mamdani和Assilian [3]创立了模糊控制器（Fuzzy logic controllers，
FLCs）的基本框架，在此后的3年，Holmblad [4]开发了第一个FLC。

3. 模糊理论的巨大飞跃：这个阶段，模糊理论的大规模应用使其发展迅速。例
如，1980年，Sugeno首次将模糊理论应用到实际问题中–控制富士电子净水
厂 [5]；20世纪80年代初，日立公司在地铁上开发出FLS，这是当时最先进的
地铁系统。模糊理论在日本取得的巨大成功，使得学者们开始重视模糊理

论，推动了模糊理论的蓬勃发展。

1
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纵观模糊理论的发展，从实际应用的角度来看，模糊理论的应用主要集中

在FLSs上，特别是在模糊控制领域上，国外有Hagras的自主移动机器人的导航控
制 [6]；Lynch的船舶牵引柴油机速度控制 [7]；Kayacan的四旋翼无人机起降控制等 [8]；

国内则有李洪兴教授的4级倒立摆的实物控制 [? ]；广东工业大学和湖南大学的两足

机器人的行走控制 [9]；华中科技大学的两轮移动小车上的倒立摆控制等 [10]。总之，

在这半个多世纪的发展中，模糊理论由初期的不认可，到现在已经广泛应用各个领

域，在理论与实际应用中都取得可喜的成就。

1.2 二型模糊集合理论

1.2.1 二型模糊集的提出

Zadeh在1965年提出一型模糊集(type-1 FSs，T1 FSs)作为对经典集合理论的补
充，用于模仿人们在现实中使用不确定信息例如’很高’，’稍微’等，来解决问题。但
是T1 FSs的隶属度是一个精确的值，也就是说一旦确定隶属度函数(MFs)，T1 FSs
便不再’模糊’了，这也是T1 FSs的局限性–并不能完全地、直接地描述模糊性所引起
的不确定性，即处理不确定性能力有限。于是，Zadeh于1975年又提出了二型模糊
集(Type-2 FSs，T2 FSs)的概念 [11]，即将T1 FSs的隶属度模糊化，也就是说T2 FSs的
隶属度本身就是T1 FSs，而不再是一个精确的值，这使其描述模糊性的能力更强。

T2 FSs的提出有效地解决了T1 FSs的局限性，因为T2 FSs的MFs是三维的，有
更多的数学维度，有潜在能力掌控更多不确定信息，但是维度的增加，自然也增

加了计算的复杂度，使其在现实应用中花费的代价更大，这极大阻碍了T2 FSs的
发展，Zadeh在1975年就提出这个概念，在此后的二十多年里却并没有多少学者进
行相关的研究。九十年代末，人们渐渐意识到T1 FSs的局限性，以及得益于计算机
的快速发展，使得人们开始对T2 FSs产生浓厚的兴趣。其中，美国南加州大学的教
授J. M. Mendel等人对T2 FSs进行了理论的完善以及大力地推广，使其得到快速的发
展，目前已经成功应用于决策 [12,13]，时间序列预测 [14]，自动控制 [15–17]等领域。为了

解决T2 FSs计算代价大的问题，J. M. Mendel等提出区间二型模糊集(interval type-2
FSs，IT2 FSs)的概念，一种特殊的T2 FSs–次级隶属函数（second MFs，SMFs）的
隶属度都为1，这较大减少了T2 FSs的运算代价，目前，应用T2 FSs 的领域主要采
用也就是IT2 FSs。但是广义的二型模糊集(General T2 FSs)比IT2 FSs拥有更多的设
计自由度（为了区分IT2 FSs与T2 FSs，用GT2 FSs表示T2 FSs），也就是说理论上使
用GT2 FSs的系统比使用IT2 FSs的系统效果更好，随着时间推移，以及对控制目标
精度更高的要求，T2 FSs的研究也会逐渐普遍。之前对GT2 FSs的定义方式比较认
可的有3种：1. 基于点-值的表示，2. 基于垂直切边的表示，3. 基于波浪切片的表
示。这3 种方法中的第二种方法对于GT2 FSs的计算与理论研究还是很有用的，其
他2 种则从另外2 种角度来分析。最近，基于α- 平面表示(也叫做水平切片)的GT2

2
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FSs 的研究将GT2 FSs 的计算与IT2 FSs 的计算结合起来，使得GT2 FSs 的计算更
简单，并基于此，提出了一种介于IT2 FLS与T2 FLS的系统-近似二型模糊逻辑系
统(quasi-Type-2 Fuzzy logic system，QT2 FLS)。

1.2.2 二型模糊集的基本概念

图 1-1描述的是MF为三角型的GT2 FSs，最顶部插入的图形描述的是在x = x
′
处

的SMFs，底部插入的图形描述的是内嵌一型模糊集与对应的内嵌二型模糊集。从图
中可以知道GT2 FSs是三维的，描述的是变量x与主隶属度函数MF(x)以及次隶属函

数uÃ(x)之间的关系。图中各变量的含义参考表 1.1。对于GT2 FSs常见的定义方式

图 1-1 隶属函数为三角型的二型模糊集

有3种：

定义 1.1 (基于点-值表示 [18])： 给定论域X，并且x ∈ X，和次变量Jx，GT2 FSs Ã由
隶属度函数uÃ(x, u)表示为：

Ã = {((x, u), uÃ(x, u))|∀x ∈ X, ∀u ∈ Jx ⊆ [0, 1]} (式 1.1)

这种定义方式比较直观，枚举所以满足条件的点，不过除了推导出另外一种定

义方式 1.2，在计算与理论分析上并没有实际意义。

定义 1.2 (基于垂直切片的表示 [19])： 给 定 主 变 量 的 值， 例 如 使x = x
′
，

以u和uÃ(x
′
, u)为轴的二维平面我们称作为uÃ(x, u)的垂直切片(见 1-1的右顶部)，

也叫做次级隶属度函数，那么GT2 FSs Ã可以由次级隶属度函数uÃ(x = x
′
, u)表示

3
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表 1.1 二型模糊集中变量的定义

变量名 符号 文字描述

主变量 x ∈ X 论域X中的元素

主隶属度 Jx
主变量x对应的隶属度值，是

个区间

次变量 u ∈ Jx 主隶属度Jx中的元素

次隶属度 fx(u) 次变量对应的次级隶属度值

二型模糊集 Ã
由三维点(x, u, uÃ(x, u))构成

的集合

不确定域 FOU(Ã)

所有主隶属度的集合，或

者LMF (Ã) 与UMF (Ã)构成

的区域

下限隶属度函数 LMF (Ã)或uÃ(x) FOU(Ã)的下限函数

上限隶属度函数 UMF (Ã)或uÃ(x) FOU(Ã)的上限函数

内嵌一型模糊集 Ae(x) FOU(Ã)包含的一型模糊集

内嵌二型模糊集 Ãe(x)
Ae(x)所有元素的次级隶属度

构成的集合

主隶属度函数 MF (x)
由三维点集(x, u, uÃ(x, u))确

定的三维函数

次隶属度函数 uÃ(x) 关于主隶属度的T1 FSs

为：

Ã =

∫
∀x∈X

uÃ(x)/x (式 1.2)

uÃ(x) = uÃ(x = x
′
, u) =

∫
∀u∈Jx⊆[0,1]

fx(u)/u (式 1.3)

这种定义方式对于GT2 FSs的计算以及理论分析都是很实用的。

定义 1.3 (基于波浪切片的表示 [20])： 对于每个主变量xi，内嵌T2 FSs Ãj
e (见图 1-1的

底部图形的红线)的主隶属度都是唯一的，这种模糊集也被称作波浪式切片，GT2
FSs Ã可以用这种切片表示为：

Ã =
∪
∀j

Ãj
e (式 1.4)

这种定义方式很适合在理论上研究GT2 FSs，但对于GT2 FSs上的计算是比较困
难的，因为需要大量的内嵌T2 FSs合才能描述完整的GT2 FSs合。

4
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GT2 FSs的 运 算 相 对 于T1 FSs而 言 复 杂 很 多，为 了 解 决 这 个 问 题，
Liang和Mendel [21] 借鉴模糊逻辑的相关概念，将变量的次级隶属度都规定为1，
IT2 FSs的概念便诞生出来，这大大简化了GT2 FSs的运算，因为IT2 FSs的特性完全
可以由不确定域描述(footprint of uncertainty，FOU)，可以直接在二维平面上分析，
于是这使得IT2 FSs能广泛应用于工程实际中。

图 1-2是IT2 FSs的MF一个示例（为了区分IT2 FSs与GT2 FSs，本文我们使用X̃

表示IT2 FSs），从图中可以看出一个IT2 FSs X̃是由2个T1 FSs，上限隶属函数X (up-
per membership function，UMF)和下限隶属函数X(lower membership function，LMF)
确定的, X 和X 围成的阴影部分就是FOU。

图 1-2 梯形IT2 FS示例

1.3 二型模糊系统

模糊系统是一种基于知识或者规则的系统，其核心是IF-THEN构成的知识库，
而这种知识库中的知识存在不确定性，通常需要依赖专家的先验知识，即使如此，

IF 前件或者THEN后件的隶属函数仍然无法精确定义。一型模糊系统(T1 FLSs) 指
的是IF前件或者THEN后件部分基于一型模糊集，如果基于T2 FSs便是二型模糊系
统(T2 FLSs)。由于是基于T2 FS，T2 FLSs自然在处理不确定性问题上，性能更好。
T2 FLSs的结构框图如图 1-3所示。T2 FLSs的结构与一型模糊系统最大的区别在于
多了降型器这部分，由于推理机的输出是一个T2 FSs，需要通过降型器将T2 FSs映
射成T1 FSs，才能使用T1 FLSs的去模糊化操作，降型器（type-reduction，TR）这部
分通常使用的是迭代Karnik-Mendel(KM)算法。

5
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图 1-3 T2 FLSs结构框图

由于T2 FLSs计算很复杂，下面以IT2 FLSs为例说明具体是怎么计算的。假定一
个多输入单输出IT2 FLSs的有N条规则库，具体形式为：

其中X̃n
i (i = 1, . . . , I) 是IT2 FSs，Y n = [yn, yn] 是一个区间，可以理解为后验

集的中心 [14]，或者用最简单的TSK模型替换。在实际应用中，简单起见，通常假
设yn = yn。对于I 个输入变量x′ = (x′

1, x
′
2, ..., x

′
I)，IT2 FLSs的计算通常有以下4步：

1. 计算变量x′
i在每个区间T2 FSs的隶属度区间[µXn

i
(x′

i), µX
n
i
(x′

i)], i = 1, 2, ..., I ,
n = 1, 2, ..., N .

2. 计算第n条规则对应的目标区间F n(x′)（采用最小t-范数,或者乘积t-范数，本
文主要使用后者）:

F n(x′) = [µXn
1
(x′

1)× · · · × µXn
I
(x′

I),

µX
n
1
(x′

1)× · · · × µX
n
I
(x′

I)]

≡ [fn, f
n
], n = 1, ..., N (式 1.5)

3. 根据式( 1.5)中计算的F n(x′)以及对应的规则进行降型处理，降型的方法有很

多种，例如重心法，顶点法，集合中心法，本文使用最常用的集合中心降型

法 [14]：

Ycos(x′) =
∪

fn∈Fn(x′)
yn∈Y n

N∑
n=1

fnyn

N∑
n=1

fn

= [yl, yr] (式 1.6)

4. 计算出去模糊化的结果：

y =
yl + yr

2
. (式 1.7)

下面针对(式 1.6)介绍下KM算法是怎么计算得到yl和yr 。KM算法由2部分组成，

6
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一部分用于计算yl，另外一部分用于计算yr ，形式如下：

fl(k) =

∑k
n=1 y

nf
n
+
∑N

n=k+1 y
nfn∑k

n=1 f
n
+
∑N

n=k+1 f
n

(式 1.8)

fr(k) =

∑k
n=1 y

nfn +
∑N

n=k+1 y
nf

n∑k
n=1 f

n +
∑N

n=k+1 f
n (式 1.9)

其中k是整数，取值范围在[1, N − 1]之间，集合{yn},{yn}按升序排列，我们的
目标是求取Ycos(x′)的上限与下限，因此上式可以重写为:

yl = min
k∈[1,N−1]

fl(k) ≡ fl(L)

=

∑L
n=1 y

nf
n
+
∑N

n=L+1 y
nfn∑L

n=1 f
n
+
∑N

n=L+1 f
n

yr = max
k∈[1,N−1]

fr(k) ≡ fr(R)

=

∑R
n=1 y

nfn +
∑N

n=R+1 y
nf

n∑R
n=1 f

n +
∑N

n=R+1 f
n

式子中的L和R是切换点，满足以下不等式:

yL ≤ yl < yL+1

yR < yr ≤ yR+1.

现在问题就变成找到满足这样条件的切换点，以计算yl为例，将所有的yn 沿着

水平方向按从小到大排列，对应的F (n)也需做相应的位置变化。在yL的左侧取较大

的权重( F (n)的上限)，在其右侧取较小的权重(F (n)的下限)，这样便能保证yl是求

取的最小值。yr 的计算类似与yl ，只是在yR 的两侧取的权重与yL 相反。具体的图

形解释见图 1-4，表 1.2则是具体的算法流程。

(a) (b)

图 1-4 计算yl和yr的图形解释

7
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表 1.2 KM算法

步骤 计算yl 计算yr

1. 初始化fn =
fn+f

n

2 并计算y =
∑N

n=1 y
nfn∑N

n=1 f
n 初始化fn =

fn+f
n

2 并计算y =
∑N

n=1 y
nfn∑N

n=1 f
n

2. 找到满足条件yl < y ≤ yl+1的l 找到满足条件yr < y ≤ yr+1的r

且l ∈ [1, N − 1] 且r ∈ [1, N − 1]

3. 使fn =

{
f
n
, n ≤ l

fn, n > l
使fn =

{
fn, n ≤ r

f
n
, n > r

并计算出y′ =
∑N

n=1 y
nfn∑N

n=1 f
n 并计算出y′ =

∑N
n=1 y

nfn∑N
n=1 f

n

4. 如果y′ = y,停止迭代使yl = y和L = l 如果y′ = y,停止迭代使yr = y和R = r

否则，使y = y′，重复步骤2，3 否则，使y = y′，重复步骤2，3

1.4 本文主要研究内容

本文主要研究T2 FSs在模糊控制系统方面的应用，从理论上分析T2 FLCs的控制
性能，以及相关的仿真验证。全文共五章，第二章至第五章为本文的主要内容，是

作者硕士阶段，在二型模糊系统理论分析及仿真研究中的主要工作。具体内容涉及

到二型模糊系统在自动控制方面的理论与应用。论文的主要内容概括如下：

第二章介绍IT2 FLCs中的TR算法，对于大多数IT2 FLCs而言，在TR阶段主要使
用的还是KM算法，但是相对于T1 FLCs而言运算代价还是很高，对此，研究者们提
出很多TR算法，这章将基于这些TR算法，基于双水箱模型比较他们的控制性能。

第三章介绍IT2 FLCs的理论分析，从理论上分析IT2 FLCs为什么有更强的鲁棒
性，并在仿真实验上验证。

第四章介绍α平面来描述T2 FSs，并基于这个理论将IT2 FSs的相关运算结合
到T2 FSs中，将第三章的理论推广到GT2 FSs中。

第五章则基于气动肌肉的事物平台，比较T1 FLC，IT2 FLC以及QT2 FLC的控
制性能。

8



华 中 科 技 大 学 硕 士 学 位 论 文

2 区间二型模糊控制器中TR算法的性能比较

2.1 引言

在很多应用领域，相对于T1 FLCs，IT2 FLCs的都能表现出更好的控制性能，但
是IT2 FLCs需要将IT2 FSs降型成T1 FSs才能去模糊化，而这种TR算法通常采用的
是KM算法，KM算法是一种迭代算法，计算代价很高，这阻碍了IT2 FLCs在现实中
的应用，为了减小计算代价，许多学者都对此进行了研究，提出了很多TR算法。总
结为以下三种：

1. 基于KM算法的改进 [22–26]。这类算法基于KM算法，在初始化，终止条件等
优化，直接减少了迭代次数，减小了计算代价。

2. 可替代算法 [27–34]。KM算法因为没有解析解所以需要迭代才能找到最优解，
而大部分可替代算法是有解析解，是一类快速逼近KM算法的方法。

3. 简单型IT2 FLSs [35,36]。这类通过简化区间二型模糊系统来减小计算代价，在

最重要的输入区间使用IT2 FSs在其他区间使用T1 FSs。

在先前的研究中，文献 [37]全面比较了多种不同TR算法的计算代价，建议在第一
类算法中采用EODS或者EIASC，在第二类算法中采用WT，NT，BMM以及GCCJ。
虽然这些算法都很高效，但是哪一个算法的控制性能最好仍然是一个开放的问题，

本章将比较这几种算法的控制性能。

2.2 TR算法

2.2.1 EIASC算法

EIASC算法 [25]与EODS算法是第一类算法中最高效的两种，由于EIASC实现起
来相对更简单点，本章以EIASC算法为例。EIASC算法是IASC算法的改进算法。
IASC算法的思想是基于这样的事实：式（ 1.8）中的fl(k)随着k的增大，先单调减
小，然后单调增加，式（ 1.9）中的fr(k)则与之相反。因此，当fl(k)停止减小，便

得到yl ，当fr(k)停止增加，便得到yr。EIASC则在此基础上做了2步改进：1. 终止条
件；2. 更合理的初始条件。具体的算法实现见表 2.1。

2.2.2 Wu-Tan(WT)算法

WT算法 [28]是一种有解析解形式的TR去模糊方法，这种方法的思想是用等效
的T1隶属度uXn

i
(xi)来代替目标区间值[µXn

i
(x′

i), µX
n
i
(x′

i)]，式子如下：

µXn
i
(xi) = µX

n
i
(xi)− hn

i (x)[µX
n
i
(xi)− µXn

i
(xi)]

9
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表 2.1 EIASC算法

步骤 计算yl 计算yr

1. 初始化 初始化

a =
∑N

n=1 y
nfn a =

∑N
n=1 y

nfn

b =
∑N

n=1 f
n b =

∑N
n=1 f

n

L = 0 R = N

2. 计算出 计算出

L = L+ 1 a = a+ yR(f
R − fR)

a = a+ yL(f
L − fL) b = b+ f

R − fR

b = b+ f
L − fL yr = a/b

yl = a/b R = R− 1

3. 如果yl ≤ yL+1，停止迭代; 如果yr ≥ yR，停止迭代;

否则，重复步骤2，3. 否则，重复步骤2，3.

其中，hn
i (x) 是关于输入向量x 的函数，对于不同的IT2 FSs，hn

i (x)是不同的。

由于隶属度区间已经变成一个T1隶属度，所以可以直接使用T1的去模糊化方法直接
得出输出为:

y =

∑N
n=1 y

nfn∑N
n=1 f

n
.

2.2.3 Nie-Tan(NT)算法

NT算法 [29]是另外一种解析形式的TR去模糊方法，这种方法是取F n 区间的均值

作为fn，即：

fn =
fn + f

n

2

这样目标区间就变成了一个点，然后依据一型的去模糊化方法得出最终的结果。

2.2.4 GCCJ算法

GCCJ方法 [31]的思想是用递归的方法求取具有代表性的内嵌一型模糊集来代

替IT2 FSs，在本章中，简单起见，使用简化的内嵌一型集即：

µX(x) =
µX(x) + µX(x)

2

从这个式子可以看出，使用并非严格意义上的内嵌一型模糊集，GCCJ方法实际
是一种特殊的WT方法，当WT方法中的所有hn

i (x)都取0.5时，便变成了GCCJ方法。

10
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表面上看GCCJ方法与NT方法有些类似，这只有当只有一维输入变量的时候，2种方
法才一样，当有二维或者以上输入变量的时候，2种方法是不一样的，他们计算目标
隶属度方式分别为：

fn
GCCJ =

I∏
i=1

µXn
i
(xi) + µX

n
i
(xi)

2

fn
NT =

∏I
i=1 µXn

i
(xi) +

∏I
i=1 µX

n
i
(xi)

2

2.2.5 BMM算法

BMM方法 [38]的思想则是利用UMFs以及LMFs的信息构建2个1型模糊集，并对
这2个T1 FSs的输出施加相应的权重，加权平均后作为最终的输出，具体计算为：

y = α

∑N
n=1 f

nyn∑N
n=1 f

n
+ β

∑N
n=1 f

n
yn∑N

n=1 f
n . (式 2.1)

其中，α和β 是相应的相关系数，可以通过优化算法得出最佳的值。

2.3 仿真实例

2.3.1 实验对象

本章比较这5类TR算法的控制效果采用的是双水箱水位控制模型，如图 2-1所
示。该装置由蓄水池上方的两个水箱组成，两个独立的水泵将水抽到每个水箱的顶

部，水箱的水位则由带有传感器的探头测量。水箱的两侧都有一个出水口，两个水

箱之间的挡板控制水之间的流通。流回蓄水池的水量与水箱水位高度的平方根近似

成正比，是一种典型的非线性系统。

双水箱模型的具体的数学表达式为：

A1
dH1

dt
= Q1 − α1

√
H1 − α3

√
H1 −H2 (式 2.2)

A2
dH2

dt
= Q2 − α2

√
H2 + α3

√
H1 −H2 (式 2.3)

其中A1，A2 分别是水箱1和2的底面积，H1，H2分别是其水位高度，Q1，Q2

分别是水泵1，2的水流量(cm3/s )，α1，α2，α3是与
√
H1，

√
H2，

√
H1 −H2相关的

常量。使Q2 = 0，水箱模型可以简化为单输入单输出模型(SISO)。

IT2 FLCs以反馈误差e以误差的变化率ė作为输入，以控制信号的变化

率u̇作为输出。将每个输入变量的论域划分为3个部分，分别标记为N(negative)，
Z(zero)和P(positive)，采用TSK模型，具体规则库见表2-1。隶属度函数采用高斯型，

11
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图 2-1 双水箱水位控制模型

在先前的研究中，文献 [39] 已经说明采用高斯型的隶属度函数可以避免控制平面

不连续性的问题。每个高斯型IT2 FS由3个参数确定：均值(m)，不确定的标准差(
[δ1, δ2])。一个IT2 FLC有6 个隶属度函数以及5 个输出，因此需要优化的参数总共
为3× 6 + 5 = 23个。

表 2.2 IT2FLC的规则库

e\ė Nė Zė Pė

Ne u̇1 u̇2 u̇3

Ze u̇2 u̇3 u̇4

Pe u̇3 u̇4 u̇5

2.3.2 最优化过程

在 1章节，已经指出模糊系统设计通常需要依赖专家的先验知识，即使如此，
隶属度函数依然难以精确确定，也就是说很难通过人工来校准这些参数，因此需

要一些自动优化的方法，例如数学规划，基于梯度的算法，启发式算法，进化算法

等 [40]。本文选取遗传算法（genetic algorithm，GA）作为优化算法，来优化这些参
数。

GA是一种全局搜索的方法，是模拟自然界生物进化机制的一种算法，即遵循适
者生存、优胜劣汰的法则，也就是寻优过程中有用的保留，无用的则去除。在科学

和生产实践中表现为，在所有可能的解决方法中找出最符合该问题所要求的条件的

解决方法，即找出一个最优解。图2-2是基本GA的流程图，首先，随机产生初始化

12
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种群，种群的每个个体都是所求最优问题的解之一，根据适应度函数计算每个个体

的适应度，适应度越高的个体被选取的概率越大，根据选取的个体，复制基因，进

行个体之间的交叉、变异。随着迭代次数的进行，种群中适合最优问题的个体便越

来越多，直到满足终止条件得到最终解。

文献 [41]是最开始将GA用于设计T1 FLSs，用GA设计T2 FLCs则相对复杂点，总
结为2种：

1. 两步法，这种方法首先设计一个尽可能好的T1 FLS，然后基于设计好的T1
FLS，去优化T2 FLS的其他参数，这种方法需要优化的参数相对更少，而且
能保证优化后的结果不比T1 FLS差；

2. 一步法，这种方法直接优化所有的参数，不依赖T1 FLS。

图 2-2 基本GA算法的流程图

式（ 2.3）描述的水箱的理想模型并不能准确描述实际模型的特征，例如在实际
过程中，会有传输延迟或者外部干扰等，由于存在这样的模型不确定性，在仿真模

型上性能表现好的IT2 FLCs，通常在实际模型上，性能表现会变差，为了避免这个
问题，得到最好的控制器，在仿真设计过程考虑表格 2.3所示的4种模型。适应度函
数则选取时间加权的绝对误差(intergral of the time-weighted absolute errors，ITAEs)作
为衡量指标来评价每个个体，ITAEs 越小表明该算法控制性能越好，具体如式（
2.4）所示：

F =
4∑

i=1

αi

[
Ni∑
j=1

j · ei(j)

]
(式 2.4)

其中，ei(j)是指第i个模型在第j个采样点，设定点与实际水位的差值，αi对

应4个模型的权重。采样点的总个数为Ni = 200，步长取1s ，由于第二个模型

13
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表 2.3 用GA优化参数的4种模型

I II III IV

A1 = A2 (cm2) 36.52 36.52 36.52 36.52

α1 = α2 5.6186 5.6186 5.6186 5.6186

α3 10 10 10 8

设定点(cm) 0 → 15 0 → 22.5 → 7.5 0 → 15 0 → 15

传输延迟(s) 0 0 2 0

的ITAE比其他模型的要大不少，为了确保每个模型的重要性一样，取α2 = 1/3，其

他几个权重都取为1。虽然遗传算法是一种全局最优算法，实际上由于初始种群的随
机性以及仿真的有限时间，我们并不能保证每次都能得到全局最优解，因此对于每

个TR算法，我们都重复30次并记录每次最好的参数。我们在遗传算法中去种群的个
体数为100，交叉率取0.8，变异率取0.1，每个算法在迭代500次后，都能得到收敛的
解。

2.3.3 实验结果

图 2-3是5种TR算法在训练模型上性能表现的箱型图，由于在WT算法中
取hn

i (x) = 0.5，所以WT算法的结果与GCCJ算法的结果一致，从图像来看，这几种
算法的性能表现很接近，通过进一步的方差分析（Analysis of Variance，ANOVA），
结果显示，这些TR 算法在训练模型上的性能表现并没有统计意义上的显著区别
（p = 0.5338）。

EIASC NT BMM GCCJ (WT)

TR Approaches

2.2

2.4

2.6

2.8

IT
A

E

104

图 2-3 5种TR算法在训练模型上的箱型图

接下来测试IT2 FLCs处理模型不确定性的能力，如图 2-4所示。图 2-4(a)是5
种TR算法在测试模型（加入2s延迟）性能表现的箱型图，结果显示，他们的性能表

14
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现很接近，进一步做方差分析，在测试模型上也没有显著的区别（p = 0.3740）。图

2-4(b)则是另外一种测试模型（取α3 = 8和加入1s延迟），得出的结论与前面一致。
总之，5种TR算法在训练和测试模型上都没有统计意义上显著的的差别，不过图
2-3， 2-4也表明WT(GCCJ)的ITAEs更紧凑，也就是说跑很多次的GA，他们的性能表
现会比较接近。

EIASC NT BMM GCCJ (WT)

TR Approaches

1.36

1.37

1.38

1.39

1.4

1.41

1.42

IT
A

E

105

(a)

1

2

3

4

5

6

7
x 10

4

EIASC NT BMM GCCJ (WT)
TR Approaches

IT
A

E

(b)

图 2-4 5种TR算法在2种测试模型上的箱型图.(a)只加入2s延迟; (b)取α3 = 8和加入1s延迟

2.4 本章小结

本章研究了IT FLCs中TR算法的性能，主要比较5种高效的TR算法(EIASC，NT，
BMM，WT，GCCJ)，针对模糊控制系统中隶属函数难以人为确定的问题，采用了
遗传算法来进行参数的优化，并详细地设计了IT2 FLCs。仿真结果虽然表明，这5种
高效的TR算法没有统计意义上显著差别，但是也提供了一定的参考意见，在设
计IT2 FLCs时，可以选取他们当中的任何一个。

15
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3 区间二型模糊控制器的理论分析

3.1 区间二型模糊PID控制

模糊理论最常见应用于模糊控制。早期的一型模糊控制通常以反馈误差e以及相

应的误差变化率ė作为输入。这种T1 FLCs是用来模拟非线性PID控制器。当使用三
角隶属函数来特征化输入域并且推理机由“乘积-和-重心法”(”product-sum-gravity”)
实现时，T1 FLC等效于PID控制器 [42]。以IT2 PID控制器为例，假设u是控制信号，

e是设定值与实际响应的误差，
∫
e是误差积分，ė是误差变化率，那么PID控制器可

以定义成这样的形式：

u = KP e+KI

∫
e+KDė (式 3.1)

其中KP , KI ,和KD分别为比例，积分和微分增益，但是
∫
e通常并不直接作

为PI或者PID控制器的输入 [3,43,44]，其中一个原因是很难确定其范围，这就导致其隶

属函数不能确定。从另一方面来说，确定e, ė和ë的范围就相对容易很多，即对式（

3.1）求导。因此，PID控制器可以改写成这样的形式：

u̇ = KP ė+KIe+KDë (式 3.2)

如图 3-1所示，IT2 PID控制器则可以通过划分e, ė和ë的区域来构建，而这些区

域可以使用FOU是任意形状的IT2 FSs。后验集根据推理机中的模糊规则得到，并且
是T1 FSs，其中心为：

u̇ijk = KP,ijk · Pėi +KI,ijk · Pej +KD,ijk · Pëk i, j, k = 1, 2, . . . , N (式 3.3)

其中KP,ijk, KI,ijk和KD,ijk是指定规则下的PID增益，Pėi , Pej 和Pëk 是内嵌式1型
集的顶点（图 3-1的粗线）对应的值。为了使理论部分能够适用不同论域范围，先介
绍2个定理，关于平移后验集和缩放输入集是怎样影响IT2 FLS的输出。

3.1.1 平移性

定理 3.1： 假定F̃LS1是N输入单输出的IT2 FSs，其推理机由q条规则组成，每条规

则的形式如下：

R̃i1i2...iN
1 (R̃k

1) : If x1 is X̃i1 and x2 is X̃i2 and · · · and xN is X̃iN

then y is Y1,i1i2...iN

其中X̃ij(j = 1 . . . N)是IT2 FSs。Y1,i1i2...iN 是T1 FSs，其中心为Yk (k = 1, . . . , q)，
假定所有的规则满足Y1 ≤ . . . ≤ Yk ≤ . . . Yq。

16
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1eɺ
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(a)

1e
2e 1Ne − Ne
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P

2eP
1NeP

− NeP

UMF

LMF
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(b)

1eɺɺ
2eɺɺ 1Ne −ɺɺ

Neɺɺ
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Pɺɺ 2ePɺɺ 1NeP
−ɺɺ NePɺɺ

UMF

LMF
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(c)

图 3-1 模糊PID控制器的输入隶属度函数. (a) ė的隶属度函数; (b) e的隶属度函数;和(c)ë的隶
属度函数.

假设F̃LS2是另一个IT2 FLS，其输入区间的特征与IT2 FSs F̃LS1一样。将F̃LS1

的输出集平移δ长度(δ非零常数)作为F̃LS2的后验集，可以得到F̃LS2 对应的q条控制

规则：

R̃i1i2...iN
2 (R̃k

2) : If x1 is X̃i1 and x2 is X̃i2 and · · · and xN is X̃iN

then y is Y2,i1i2...iN

其中Y2,i1i2...iN的中心为Yk − δ。那么，可以得到这样的结论：对于同样的输入向

量(x1, x2, . . . , xN)，F̃LS2(yF̃LS2
)的输出等于y

F̃LS1
− δ，其中y

F̃LS1
是F̃LS1的输出。

17
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证明： 假定输入向量是(x1, x2, . . . , xN)，那么与F̃LS1第k条规则相关的目标集是个

区间：

f̃k = [f
k
(x1, x2, . . . , xN), fk(x1, x2, . . . , xN)] ≡ [f

k
, fk] (式 3.4)

其中f
k
= µ

X̃i1

(x1) ⋆ . . . ⋆ µX̃iN

(xN)和fk = µX̃i1
(x1) ⋆ . . . ⋆ µX̃iN

(xN)。使用中心

集降型方法，F̃LS1降型后的输出集是具有如下形式的T1 FSs：

[y
F̃LS1,l

, y
F̃LS1,r

] =

∫
f1∈[f1

,f1]

. . .

∫
fq∈[fq

,fq ]

1

/∑q
k=1 fkYk∑q
k=1 fk

(式 3.5)

使用KM算法可以求出y
F̃LS1,l

和y
F̃LS1,r

，那么F̃LS1 去模糊化的结果可以表示

为：

y
F̃LS1

=
y
F̃LS1,l

+ y
F̃LS1,r

2
(式 3.6)

其中：

y
F̃LS1,l

= min
L∈{1,...,q}

(∑L
k=1 fkYk +

∑q
k=L+1 fk

Yk∑L
k=1 fk +

∑q
k=L+1 fk

)
(3.7a)

y
F̃LS1,r

= max
R∈{1,...,q}

(∑R
k=1 fk

Yk +
∑q

k=R+1 fkYk∑R
k=1 fk

+
∑q

k=R+1 fk

)
(3.7b)

由于2个FLCs的先验集是一样的，与F̃LS2第k条规则(R̃i1i2...iN
2 )相关的目标集具

有式( 3.4)的形式。由于后验T1 FSs的中心平移了δ长度，那么降型后输出集的边界

为：

y
F̃LS2,l

= min
L∈{1,...,q}

(∑L
k=1 fk(Yk − δ) +

∑q
k=L+1 fk

(Yk − δ)∑L
k=1 fk +

∑q
k=L+1 fk

)

= min
L∈{1,...,q}

(∑L
k=1 fkYk +

∑q
k=L+1 fk

Yk∑L
k=1 fk +

∑q
k=L+1 fk

− δ

)

= min
L∈{1,...,q}

(∑L
k=1 fkYk +

∑q
k=L+1 fk

Yk∑L
k=1 fk +

∑q
k=L+1 fk

)
− δ

= y
F̃LS1,l

− δ (3.8a)

y
F̃LS2,r

= max
R∈{1,...,q}

(∑R
k=1 fk

(Yk − δ) +
∑q

k=R+1 fk(Yk − δ)∑R
k=1 fk

+
∑q

k=R+1 fk

)
= y

F̃LS1,r
− δ (3.8b)

因此，F̃LS2的输出是：
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y
F̃LS2

=
y
F̃LS2,l

+ y
F̃LS2,r

2
=

y
F̃LS1,l

− δ + y
F̃LS1,r

− δ

2
= y

F̃LS1
− δ (式 3.9)

也就是将F̃LS1的输出平移δ长度。 �

该定理的作用是可以通过平移输入集，使分析FLS中指定模糊区域的输入-输出
关系更容易，例如：

y
F̃LS1

(x1, . . . xN) = y
F̃LS2

(x′
1, . . . x

′
N)− δ (式 3.10)

考虑在 3.1节描述的IT2模糊PID控制器，并记为F̃LC1。假设输入向量为(ė, e, ë),
其中Pėi ≤ ė ≤ Pėi+1

, Pej ≤ e ≤ Pej+1
和Pëk ≤ ë ≤ Pëk+1

，并把6个IT2 FSs依次标记为
图3-2(a)所示的˜̇ei, ˜̇ei+1, ẽj , ẽj+1, ˜̈ek 和˜̈ek+1。阴影部分是FOU，黑色的粗线是移除FOU
后，T1 FSs的MFs。根据(式3.3)，后验集为T1 FSs的中心为：

u̇l,m,n = KP,lmnPėl +KI,lmnPem +KD,lmnPën (式 3.11)

其中l = i, i+ 1,m = j, j + 1, n = k, k + 1，总共有2∗2∗2 = 8个表达式。记F̃LC2为另

外一个IT2 PID控制器，并且该控制器的先验集如图 3-2(b)所示，是通过平移F̃LC1

(˜̇ei, ˜̇ei+1, ẽj , ẽj+1, ˜̈ek 和˜̈ek+1)的输入集得到的，这样使得到的模糊分区以原点为中心。
那么，F̃LC2后验集的中心满足以下形式：

u̇′
l,m,n = KP,lmnP

′
ėl
+KI,lmnP

′
em +KD,lmnP

′
ën

= KP,lmn(Pėl − dė) +KI,lmn(Pem − de) +KD,lmn(Pën − dë)

= u̇l,m,n − δ (式 3.12)

其中δ = (KP,ijkdė +KI,ijkde +KD,ijkdë)，dė =
Pėi

+Pėi+1

2
，de =

Pej+Pej+1

2
和dë =

Pëk
+Pëk+1

2
。根据定理 3.1，如果输入向量是(ė′, e′, ë′) = (ė − dė, e − de, ë − dë)，那

么F̃LC2的输出比F̃LC1小δ。F̃LC1 和F̃LC2 之间的关系表明：任何由如图3-2(b)所
示先验集得到的结果都可以推广到不关于原点对称的模糊分区。由于T1 FLS是IT2
FLS(移除FOU)的一种特例，因此也有移动特性。基于这个原因，分析中心为原点
的输入空间即可。

3.1.2 缩放性质

通常来说，模糊系统中不同模糊分区的范围是不一样的，例如图 3-2(b)中
的P ′

ėi
P ′
ėi+1

̸= P ′
ej
P ′
ej+1

̸= P ′
ëk
P ′
ëk+1
。但是，如果模糊分区都是等长度将更容易分

析，特别是区间为[−1, 1] 的部分。下面的定理说明把所有的输入域归一化到区

间[−1, 1]是有可能的。
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图 3-2 平移不变性的图形示例. (a)模糊集的中心不在原点; (b)将 3-2(a)的模糊集中心移动到
原点.

定理 3.2： 假设F̃LS1 和F̃LS2都是N个输入单输出的2型FLSs，并且都有同样的
规则和后验集，唯一的区别是它们的论域大小不同。由于2 型FLSs有平移的
性质(定理 3.1)，因此只需考虑中心在原点的模糊分区。假定F̃LS1模糊分区

的N 个输入域区间分别为[−a1, a1], [−a2, a2], · · · , [−aN , aN ]，而F̃LS2的N个输入

域的区间均为[−1, 1]。那么，输入向量为(x1, x2, . . . , xN)的F̃LS1的输出与输入向量

为(x1

a1
, x2

a2
, . . . , xN

aN
)的F̃LS2的输出相等。

证明： 考虑图 3-3中的模糊集，其中xi对应F̃LS1的第i个输入，xi

ai
对应F̃LS2的第i个

输入。由于二型模糊集X̃ ′
i1，X̃ ′

i2的MFs以及输入向量都是同时缩放，因此它们与X̃i1

，X̃i2的目标强度是一样的，这也使得F̃LS1与F̃LS2中规则对应的目标集也一样，也

就是说F̃LS1和F̃LS2的输出是相等的。 �

定理 3.2的作用是将所有的模糊分区缩放到区间[−1, 1]，使分析变得更简单。总

之，两个定理的作用，使为了更方便地分析不同情况下的IT2 FSs。

3.2 区间二型PID FLC的等效比例，积分，微分增益

前面已经描述三角形MF的T1 PID控制器等效于固定参数的PID控制器。相比之
下，由于IT2 FSs的FOU能提供额外的自由度，使得区间2型模糊PID控制器的每个分
区等效于变增益的PID控制器。本节会将IT2 PID控制器的等效比例，积分，微分增
益作为替代FOU的函数。为了得到相应的解析解，还需要施加相应的限制条件，即
这种解析解是在特殊情况下得到的。使用等效的PID增益能够使T2 PID FLC非线性
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图 3-3 缩放性质的图形解释. (a)原始的对此输入域; (b)缩放后的输入域.

的特性展现出来，而这些特性是由额外维度产生的。为了达到这个目标，基本的系

统应该是线性的，例如在没有FOU的情况下，模糊系统输入与输出之间的映射应该
是线性的。这种结构的IT2模糊PID控制器可以理解为降型后的1型模糊PID控制器，
并且等效的比例增益KP，积分增益KI，微分增益KD 是不变的，并使用”乘–和–重
心”方法去模糊化。图 3-4是本节所使用的对称三角型2型集，这种2型PID FLC的
控制规则为：

R̃ijk : If ė is ˜̇ei and e is ẽj and ë is ˜̈ek, then u̇ is u̇ijk

由式(3.3)知u̇ijk = KPPėi +KIPej +KDPë1。

假设在特定的分区，ė, e和ë的论域分别限制在[−a1, a1], [−a2, a2]和[−a3, a3]内。
简单起见，假设把这3个模糊论域的范围缩放到[−1, 1]，并且满足Pė1 = Pe1 = Pë1 =

−1，Pė2 = Pe2 = Pë2 = 1。如果原始模糊集的1型后验集的中心满足：

u̇111 = −a1KP − a2KI − a3KD (3.13a)

u̇112 = −a1KP − a2KI + a3KD (3.13b)

u̇121 = −a1KP + a2KI − a3KD (3.13c)

u̇122 = −a1KP + a2KI + a3KD (3.13d)

u̇211 = a1KP − a2KI − a3KD (3.13e)

u̇212 = a1KP − a2KI + a3KD (3.13f)

u̇221 = a1KP + a2KI − a3KD (3.13g)

u̇222 = a1KP + a2KI + a3KD (3.13h)

那么，根据定理 3.2，经缩放的模糊集与原始模糊集输出相同。
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11− 1d 1d0

1eɶɺ
2eɶɺ

eɺ1minef ɺ 1maxef ɺ
2 minef ɺ2 maxef ɺ1eɺ 2eɺ

(a)

11− 2d 2d0

1eɶ 2eɶ

1minef

1maxef

2 minef

2 maxef

e

1e 2e

(b)

11− 3d 3d0

1eɶɺɺ 2eɶɺɺ
1minefɺɺ 1maxef ɺɺ

2 minefɺɺ2 maxefɺɺ
eɺɺ

1eɺɺ 2eɺɺ
(c)

图 3-4 2型模糊PID控制器的输入隶属度函数. (a) ė的隶属函数; (b)e的隶属函数; (c)ë的隶属函
数.

首先，使输入空间满足以下不等式：

|ė| ≤ 1− d1 (3.14a)

|e| ≤ 1− d2 (3.14b)

|ë| ≤ 1− d3 (3.14c)

在这些区域中，与输入向量(ė, e, ë) （根据定理 3.2，输入向量必须在给定范围
内）相关的目标值有如下形式：

f˜̇e1 = [fė1min
, fė1max ] =

[
1− d1 − ė

a1

2
,
1 + d1 − ė

a1

2

]
(3.15a)

f˜̇e2 = [fė2min
, fė2max ] =

[
1− d1 +

ė
a1

2
,
1 + d1 +

ė
a1

2

]
(3.15b)

fẽ1 = [fe1min
, fe1max ] =

[
1− d2 − e

a2

2
,
1 + d2 − e

a2

2

]
(3.15c)

fẽ2 = [fe2min
, fe2max ] =

[
1− d2 +

e
a2

2
,
1 + d2 +

e
a2

2

]
(3.15d)
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f˜̈e1 = [fë1min
, fë1max ] =

[
1− d3 − ë

a3

2
,
1 + d3 − ë

a3

2

]
(3.15e)

f˜̈e2 = [fë2min
, fë2max ] =

[
1− d3 +

ë
a3

2
,
1 + d3 +

ë
a3

2

]
(3.15f)

然后依据控制规则得到相关的目标集：

f̃111 = f˜̇e1 ⋆ fẽ1 ⋆ f˜̈e1 = [f
111

, f111]

=

[
(1− d1 − ė

a1
)(1− d2 − e

a2
)(1− d3 − ë

a3
)

8
,
(1 + d1 − ė

a1
)(1 + d2 − e

a2
)(1 + d3 − ë

a3
)

8

]
f̃112 = f˜̇e1 ⋆ fẽ1 ⋆ f˜̈e2 = [f

112
, f112]

=

[
(1− d1 − ė

a1
)(1− d2 − e

a2
)(1− d3 +

ë
a3
)

8
,
(1 + d1 − ė

a1
)(1 + d2 − e

a2
)(1 + d3 +

ë
a3
)

8

]
f̃121 = f˜̇e1 ⋆ fẽ2 ⋆ f˜̈e1 = [f

121
, f121]

=

[
(1− d1 − ė

a1
)(1− d2 +

e
a2
)(1− d3 − ë

a3
)

8
,
(1 + d1 − ė

a1
)(1 + d2 +

e
a2
)(1 + d3 − ë

a3
)

8

]
f̃122 = f˜̇e1 ⋆ fẽ2 ⋆ f˜̈e2 = [f

122
, f122]

=

[
(1− d1 − ė

a1
)(1− d2 +

e
a2
)(1− d3 +

ë
a3
)

8
,
(1 + d1 − ė

a1
)(1 + d2 +

e
a2
)(1 + d3 +

ë
a3
)

8

]
f̃211 = f˜̇e2 ⋆ fẽ1 ⋆ f˜̈e1 = [f

211
, f211]

=

[
(1− d1 +

ė
a1
)(1− d2 − e

a2
)(1− d3 − ë

a3
)

8
,
(1 + d1 +

ė
a1
)(1 + d2 − e

a2
)(1 + d3 − ë

a3
)

8

]
f̃212 = f˜̇e2 ⋆ fẽ1 ⋆ f˜̈e2 = [f

212
, f212]

=

[
(1− d1 +

ė
a1
)(1− d2 − e

a2
)(1− d3 +

ë
a3
)

8
,
(1 + d1 +

ė
a1
)(1 + d2 − e

a2
)(1 + d3 +

ë
a3
)

8

]
f̃221 = f˜̇e2 ⋆ fẽ2 ⋆ f˜̈e1 = [f

221
, f221]

=

[
(1− d1 +

ė
a1
)(1− d2 +

e
a2
)(1− d3 − ë

a3
)

8
,
(1 + d1 +

ė
a1
)(1 + d2 +

e
a2
)(1 + d3 − ë

a3
)

8

]
f̃222 = f˜̇e2 ⋆ fẽ2 ⋆ f˜̈e2 = [f

222
, f222]

=

[
(1− d1 +

ė
a1
)(1− d2 +

e
a2
)(1− d3 +

ë
a3
)

8
,
(1 + d1 +

ė
a1
)(1 + d2 +

e
a2
)(1 + d3 +

ë
a3
)

8

]

使用中心集降型方法，得出2型模糊PID控制器的降型输出为：

˜̇u =
f̃111u̇111 + f̃112u̇112 + f̃121u̇121 + f̃122u̇122 + f̃211u̇211 + f̃212u̇212 + f̃221u̇221 + f̃222u̇222

f̃111 + f̃112 + f̃121 + f̃122 + f̃211 + f̃212 + f̃221 + f̃222

= [u̇l, u̇r] (式 3.16)
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接下来通过KM迭代方法计算出u̇l和u̇r。由于这种算法需要将后验集的中心升序

排列，而后验集中心的大小又依赖于a1KP , a2KI和a3KD的值，也就是说这些中心之

间的相对位置有多种情况。只有当模糊控制器的输出与输入的是线性关系时，才存

在等效比例，积分，微分增益的解析解，当a1KP ≥ a2KI ≥ a3KD和a1KP ≥ a2KI +

a3KD 同时满足，这种情况才能发生，也就是说 ˙ui,j,k(i = 1, 2; j = 1, 2; k = 1, 2)满足
以下不等式：

u̇111 ≤ u̇112 ≤ u̇121 ≤ u̇122 ≤ 0 ≤ u̇211 ≤ u̇212 ≤ u̇221 ≤ u̇222 (式 3.17)

为了得到等效PID增益的闭环形式，需要首先得到KM降型器的表达式，一般情
况下，并不能得到这样的表达式。但是，可以通过施加如下的限制条件来简化问

题：

u̇122 ≤ u̇l ≤ u̇r ≤ u̇211 (式 3.18)

文献 [45]已经证明转换点使降型集[u̇l, u̇R]的边界与相关的嵌入式1型集一致。因
此，式(3.18)指出转换点会位于u̇122 和u̇211之间。将L = 4 和R = 4代入到(3.7a) 和
(3.7b)中得到降型集的边界：

u̇l =
f111u̇111+f112u̇112+f121u̇121+f122u̇122+f

211
u̇211+f

212
u̇212+f

221
u̇221+f

222
u̇222

f111+f112+f121+f122+f
211

+f
212

+f
221

+f
222

(3.19a)

u̇r =
f
111

u̇111+f
112

u̇112+f
121

u̇121+f
122

u̇122+f211u̇211+f212u̇212+f221u̇221+f222u̇222

f
111

+f
112

+f
121

+f
122

+f211+f212+f221+f222
(3.19b)

将(3.13)和(3.16)代入到(3.19)，得到2型FLC的输出为：

u̇ =
u̇l + u̇r

2
= θKP ė+ βKIe+ γKDë (式 3.20)

其中：

θ =
a21(1− d22)(1− d23)

a21(1 + d1d2 + d1d3 + d2d3)2 − (d2 + d3)2ė2

β =
a21(1 + 2d1d3 + d2d3 + d1d2 + d1d2d

2
3 + d21d2d3 + d21d

2
3)− ė2d3(d2 + d3)

a21(1 + d1d2 + d1d3 + d2d3)2 − (d2 + d3)2ė2

γ =
a21(1 + 2d1d2 + d2d3 + d1d3 + d1d

2
2d3 + d21d2d3 + d21d

2
2)− ė2d2(d2 + d3)

a21(1 + d1d2 + d1d3 + d2d3)2 − (d2 + d3)2ė2

θKp，βKI和γKD分别为此种2型FLC的等效比例，积分，微分增益。通过计算
知，θ比1小，由此得知，2型模糊PID控制器的等效比例增益比对应的1型模糊PID控
制器要小。当d1 ≥ d2时，β 比1小，当d1 ≥ d3时, γ 也比1小。

3.3 区间二型PD控制器的等效比例微分增益

这部分将讨论区间二型模糊PD控制器。PD控制器可以看做KI = 0的一种特
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例。因此这部分的计算等同于可以在前一章节使KI = 0，不过又有些略微差别，

因为PD控制器不存在
∫
e这项，也就是说，直接使用u做输出即可，而不需要u̇。图

3-4(a)和(b)是本节使用的对称IT2 FSs，其中Pė1 = Pe1 = −1，Pė2 = Pe2 = 1。这种

区间二型模糊PD控制器的控制规则为：

R̃ji : If e is ẽj and ė is ˜̇ei, then u is uji

使(3.13)中的KI为零，得到IT2 FLC后验集的中心为：

u11 = −a2KP − a1KD (3.21a)

u12 = −a2KP + a1KD (3.21b)

u21 = a2KP − a1KD (3.21c)

u22 = a2KP + a1KD (3.21d)

同样使输入空间满足以下不等式：

|e| ≤ 1− d2 (式 3.22)

|ė| ≤ 1− d1 (式 3.23)

图 3-5的阴影部分描述了输入变量的有效域，输入向量为(e, ė)的目标值

式(3.15a)–(3.15d)已经给出。

1

1

1−
1−

0

0

2d
2d

1d

1d

e

eɺ
图 3-5 由(3.23)和(3.22)确定的输入变量范围.

与这4条控制规则相关的目标集为：

f̃11 = fẽ1 ⋆ f˜̇e1 = [f
11
, f 11]
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=

[
(1− d2 − e

a2
)(1− d1 − ė

a1
)

4
,
(1 + d2 − e

a2
)(1 + d1 − ė

a1
)

4

]
(3.24a)

f̃12 = fẽ1 ⋆ f˜̇e2 = [f
12
, f 12]

=

[
(1− d2 − e

a2
)(1− d1 +

ė
a1
)

4
,
(1 + d2 − e

a2
)(1 + d1 +

ė
a1
)

4

]
(3.24b)

f̃21 = fẽ2 ⋆ f˜̇e1 = [f
21
, f 21]

=

[
(1− d2 +

e
a2
)(1− d1 − ė

a1
)

4
,
(1 + d2 +

e
a2
)(1 + d1 − ė

a1
)

4

]
(3.24c)

f̃22 = fẽ2 ⋆ fẽ3 = [f
22
, f 22]

=

[
(1− d2 +

e
a2
)(1− d1 +

ė
a1
)

4
,
(1 + d2 +

e
a2
)(1 + d1 +

ė
a1
)

4

]
(3.24d)

使用中心集降型方法，得到输出为如下的区间1型集：

ũ =
f̃11u11 + f̃12u12 + f̃21u21 + f̃22u22

f̃11 + f̃12 + f̃21 + f̃22
= [ul, ur]

由于只有4个后验集，它们中心的相对位置与a2KP和a1KD相关，只有两种情况。

3.3.1 情况1: a2KP ≥ a1KD

由于a2KP ≥ a1KD,知u11 ≤ u12 ≤ 0 ≤ u21 ≤ u22，施加以下限制条件：

u12 ≤ ul ≤ ur ≤ u21 (式 3.25)

可以得到L = 2，R = 2。把L和R代入到(3.7a)和 (3.7b)中，降型集的边界可以表示
为：

ul =
f 11u11 + f 12u12 + f

21
u21 + f

22
u22

f 11 + f 12 + f
21
+ f

22

=
a2(KDė+KP e− a2d2KP − a2d1KP )

a2 + a2d2d1 − d1e

ur =
f
11
u11 + f

12
u12 + f 21u21 + f 22u22

f
11
+ f

12
+ f 21 + f 22

=
a2(KDė+KP e+ a2d1KP + a2d2KP )

a2 + a2d2d1 + d1e

由此，得到的2型FLC的输出为：

u =
ul + ur

2

=
a22(1− d21)KP e+ a22(1 + d2d1)KDė

a22(1 + d2d1)2 − d21e
2

=
a22(1− d21)KP

a22(1 + d2d1)2 − d21e
2
e+

a22(1 + d2d1)KD

a22(1 + d2d1)2 − d21e
2
e
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= θKP e+ γKDe (式 3.26)

其中

θ =
a22(1− d21)

a22(1 + d2d1)2 − d21e
2

(式 3.27)

γ =
a22(1 + d2d1)

a22(1 + d2d1)2 − d21e
2

(式 3.28)

θKp，γKD，分别为等效的比例，积分增益。与等效PID增益一样，这类2型模
糊PID控制器的θ总是比1小，当d2 ≥ d1，γ比1小。

3.3.2 情况2: a1KD > a2KP

当a1KD > a2KP时,

u11 < u21 < 0 < u12 < u22 (式 3.29)

假定u21 ≤ ul ≤ ur ≤ u12,降型集的边界可以重写为：

ul =
f 11u11 + f 21u21 + f

12
u12 + f

22
u22

f 11 + f 21 + f
12
+ f

22

(式 3.30)

ur =
f
11
u11 + f

21
u21 + f 12u12 + f 22u22

f
11
+ f

21
+ f 12 + f 22

(式 3.31)

同理，可以得到控制器的输出为：

u = θ′KP e+ γ′KDė (式 3.32)

其中

θ′ =
a21(1 + d2d1)

a21(1 + d2d1)2 − d2ė2
(式 3.33)

γ′ =
a21(1− d22)

a21(1 + d2d1)2 − d2ė2
(式 3.34)

其中，θ′Kp和γ′KD分别为等效的比例，积分增益。可以发现，γ′比1小，同时，
当d1 ≥ d2，θ′也比1小。

3.3.3 等效增益有效范围

为了得到等效比例、积分的解析解，加了不等式(3.25)这个限制条件，下面根据
限制条件求取等效增益有效范围。
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不等式(3.25)的第一部分表明u12 ≤ ul，当a2KP ≥ a1KD，式(3.26)表明ul =
f11u11+f12u12+f

21
u21+f

22
u22

f11+f12+f
21
+f

22

。因此，

f 11u11 + f 12u12 + f
21
u21 + f

22
u22

f 11 + f 12 + f
21
+ f

22

≥ u12

or
f 11u11 + f

21
u21 + f

22
u22

f 11 + f
21
+ f

22

≥ u12 (式 3.35)

用式( 3.21)和式( 3.24)替换uij和fij (i, j = 1, 2)并重新分配，(式 3.35)可以重新写作：

a2KDė+ (a2KP + a1d1KD − a2d1KP )e− a1a2KD(1 + d1d2) + a22KP (1− d1)(1− d2) ≥ 0

(式 3.36)

对u21 ≥ ur重复上述步骤，可以得到(式 3.25)的第2部分，其表达式为：

a2KDė+ (a2KP + a1d1KD − a2d1KP )e+ a1a2KD(1 + d1d2)− a22KP (1− d1)(1− d2) ≤ 0

(式 3.37)

当使用式(3.26)的等效比例积分增益时，式( 3.36)，式( 3.37)，式( 3.23)和式( 3.22)就
完整的确定e和ė的范围。当a1KD > a2KP [式( 3.32)]，其对应的限制条件为：

a1KP e+ (a1KD + a2d2KP − a1d2KD)ė− a1a2KP (1 + d1d2) + a21KD(1− d1)(1− d2) ≥ 0

a1KP e+ (a1KD + a2d2KP − a1d2KD)ė+ a1a2KP (1 + d1d2)− a21KD(1− d1)(1− d2) ≤ 0

等效的二型PI增益的推导可参考文献 [46]，IT2 PI FLC控制器对应后验集的中心u̇ =

θė+ βe，具体的推导此处不再赘述，只陈述最终的结果，其结果为：

1. 当a1KP ≥ a2KI时，等效增益系数为：

θ =
a21(1− d22)

a21(1 + d1d2)2 − d22ė
2

(3.38a)

β =
a21(1 + d1d2)

a21(1 + d1d2)2 − d22ė
2

(3.38b)

等效增益有效的范围为：

a1KIe+ (a1KP + a2d2KI − a1d2KP )ė− a1a2KI(1 + d1d2) + a21KP (1− d1)(1− d2) ≥ 0
(式 3.39)

a1KIe+ (a1KP + a2d2KI − a1d2KP )ė+ a1a2KI(1 + d1d2)− a21KP (1− d1)(1− d2) ≤ 0
(式 3.40)

2. 当a2KI > a1KP时，等效增益系数为：

θ′ =
a22(1 + d1d2)

a22(1 + d1d2)2 − d1e2
(式 3.41)
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β′ =
a22(1− d21)

a22(1 + d1d2)2 − d1e2
(式 3.42)

等效增益的范围为：

a2KP ė+ (a2KI + a1d1KP − a2d1KI)e− a1a2KP (1 + d1d2) + a22KI(1− d1)(1− d2) ≥0

a2KP ė+ (a2KI + a1d1KP − a2d1KI)e+ a1a2KP (1 + d1d2)− a22KI(1− d1)(1− d2) ≤0

3.4 仿真实验分析

通常来说在实际中，PI控制器的控制效果便足够，PD控制器则适合那些大滞后
的系统，例如煤矿的控制，由于本节的目的为了使输出达到指定的点，用PI控制器
比较合适，所以这部分将使用等效PI增益作为工具来解释区间二型模糊PI控制器的
特性，首先测试区间2型模糊PI控制器在1阶线性滞后模型上的性能，然后用非线
性系统来检验在线性系统下得到的结论是否正确。

3.4.1 区间2型模糊PI控制器在线性系统上的分析

以简单的1阶线性滞后模型设计区间2型模糊PI控制器，具体开环表达式为:

G(s) =
K

τs+ 1
e−Ls =

2

15s+ 1
e−3.5s (式 3.43)

论域ė和e都使用2个模糊集。IT2 FSs的形状与图 3-4一样。在本例中，ė和e的范

围都在[−1, 1]之间，所以a2 = a1 = 1,而且简单起见，本节使d2 = d1 = d。根据ITAE
校准规则 [47]，G(s)的PI参数如下式所示 :

u̇ = 0.586/K

(
L

τ

)−0.916
[
ė+

1.03− 0.165L
τ

τ
e

]
= 1.1112ė+ 0.0735e (式 3.44)

因此，可以得出KP = 1.1112和KI = 0.0735，根据PI控制器的控制规则，可以得
到对应2型模糊PI控制器后验集的中心。由于KP > KI，等效PI增益由式(3.38)确定，
有效范围则根据式(3.39)和式(3.40)，当d = 0.2和d = 0.5，等效PI增益有效的具体范
围见图 3-6。由该图可以知道加入了限制条件后，等效增益有效的范围进一步缩小。
图 3-7显示θ, β 随着ė是怎样变化的。

图 3-7表明由FOUs提供的额外自由度导致等效的PI增益不断变化，不像1型FLC
（三角形隶属度函数），它的输入-输出映射是线性的，二型模糊PI控制器在每个模
糊分区都能实现非线性PI控制器，等效增益不断随着ė变化。由于d2 = d1，θ和β都

比1小，这也导致其等效PI增益比传统的PI参数小。同时也可以观测到，随着d不断

变小，θ和β 不断变大，这可以将θ和β分别求关于d的导数得到验证：

∂θ

∂d
=

−2d[(1 + d2)2 + 2(1− d4)− ė2]

[(1 + d2)2 − d2ė2]2
(式 3.45)
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图 3-6 等效增益有效的区域。(a) d = 0.2；和(b) d = 0.5.
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图 3-7 当d2 = d1 = d，θ和β与ė之间的关系

∂β

∂d
=

−2d[(1 + d2)2 − ė2]

[(1 + d2)2 − d2ė2]2
(式 3.46)

由于|ė| ≤ 1− d [(3.14)]，所以θ̇和β̇都小于0，这意味着，随着d的增加，θ和β也

逐渐减小。

用(3.38)除以(3.28)得到：

β

θ
=

1 + d2

1− d2
> 1 (式 3.47)
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这表明当d越来越大的时候，等效积分增益与等效比例增益比值越来越大，从侧

面也表明，等效比例增益下降的更快点（参考图 3-7），当KI > KP，结论则相反。

为了检验所求的等效增益对区间二型PI控制器控制性能的影响，本节比较d = 0

(T1 PI控制器)，d = 0.2和d = 0.5，这三种情况下的IT2 PI控制器的方波响应，见图
3-8。图 3-9则展示了IT2 PI控制器是怎样处理参数不确定的情况。通过改变增益K和

时间常数τ 来测试IT2 PI控制器的鲁棒性。表 3.1是关于不同测试情况下的ITAEs。根
据图像以及表格，可以得出以下结论：

• 当系统响应出现震荡时，FOU越大，IT2 FLC消除设定点处震荡的能力越强，
效果很明显。(图. 3-9(d))

• 当模型的动态响应比较慢时(K比较小，τ比较大)，IT2 PI控制器的性能表现不
优于1型的。(图. 3-9(a)， 3-9(c)).

为了更好解释这些特性，在表3.1中增加了依据ITAE校准规则获取的得到比较好
的控制效果的PI参数，对比固定PI参数与其他PI参数的比较，当系统响应比较快(对
应PI参数比较小)，IT2 FLC的等效增益更接近该系统的PI参数，当系统响应比较慢，
IT2 FLC的等效增益则离该系统的PI的参数比较远，所以需要较长的时间调整，不
过由于相对更小的等效增益，从侧面反应IT2 FLC能适应更多的情况，而不是像用
比较大的PI参数去控制那些响应快的模型，则容易发生震荡。图 3-7，表明FOU越
大（d越大），对应的等效增益越小（例如当d = 0.5时，θ = 0.5，等效增益比1小很
多），这也解释了在图 3-9(a)和图 3-9(c)中，IT2 FLC调节时间比T1 FLC更长，同时
由于更保守的PI参数（相对更小的超调量），当系统出现震荡时，IT2 FLC在设定点
越不容易震荡。这些方波响应也同时表明2型(d = 0.2)和1型模糊PI控制器之间控制
性能差异比较小，这是由于当d很小时，θ和β接近于1，2者的PI增益非常接近。

表 3.1 3种控制器在以下5种情况下的ITAEs

k = 2, τ = 15 k = 1, τ = 15 k = 3, τ = 15 k = 2, τ = 30 k = 3, τ = 10

P 1.1112 2.2224 0.7408 2.0967 0.5510

I 0.0735 0.1469 0.0490 0.0706 0.0497

T1 FLC 61 159 111 250 441
IT2 FLC, d = 0.2 59 176 88 291 230

IT2 FLC, d = 0.5 164 311 124 579 79

3.4.2 非线性模型分析

这部分将分析2型模糊PI控制器在非线性系统上的控制性能，以第二章介绍的
水箱模型为例来说明。与前一个例子相同，都是以e和ė为输入，每个论域都有2个
模糊集，以u̇为输出。用GA来校准参数，获得比较理想的方波响应。首先确定KP

和KI的值，然后用GA选取缩放因子(a1和a2)以及FOU的大小（d1 和d2）来构建2型
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图 3-8 IT2和T1 PI控制器在系统G(s) = Y (s)
U(s) =

2
15s+1e

−3.5s上的性能表现.

模糊PI控制器，最终的参数见表 3.2。

表 3.2 用于控制水位的IT2 FLC参数

KP KD a2 a1 d2 d1

28.6943 0.1770 5.3145 3.1761 0.3440 0.3255

图. 3-10(a)是参考模型在1型和2型PI控制器下的方波响应。2种类型控制器的效
果相当，这是由于1型控制器已经经过优化，进一步改善的空间不大。通过改变模
型参数来检验控制器处理不确定性的能力，图 3-10(b)-(d)表明区间2型模糊控制器相
对于1型模糊控制器，具有更小的超调量和调整时间，控制效果更好，表面FOU的
存在确实是区间2型模糊控制器有更佳的处理不确定性能力。将表 3.2 中的值代入
到(3.28)和(3.38)，可以发现2型模糊PI控制器的等效PI增益比1型PI控制器要小。更
小的比例增益也与2型控制器更小的超调量保持一致。除此之外，比例增益比积分
增益下降的更快，因为

β

θ
=

1 + d2d1
1− d21

> 1 (式 3.48)

由于积分增益的改变相对小一点，所以2者在消除稳态误差所需要的时间差别不大。
总之，用等效增益来预测2型控制器的控制性能与实验结果是保持一致的。
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图 3-9 2型PI控制器与1型PI控制器的在不同模型下的性能比较。(a) 静态增益K减小至1;
(b)K增加到3; (c)时间常数τ ,增加至20; (d) K增加至3,τ减小至10.

3.5 本章小结

本章介绍了IT2模糊PID，通过检验等效PID增益，分析了由FOUs提供的额外自
由度产生的影响。实验结果也显示IT2模糊PID控制器在每个模糊分区都能实现非线
性PID控制器。除此之外，IT2 PID控制器的等效增益比移除FOU的1型FLC小，相对
较小的比例增益能够确保更稳定的性能表现，这个发现能够从理论上解释实验结果，

即IT2 PI控制器能够更好的消除稳态时产生的震荡。
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图 3-10 2型与1型模糊PI控制器在双水箱模型下的控制性能比较。(a)参考模型; (b)改变设定
点至20cm; (c)取θ1 = 8; (d)取θ2 = 8, θ1 = 6 θ1 = 7.
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4 二型模糊控制器的理论分析

本节将介绍用α平面来表示GT2 FSs的方法，这种表达方式与用α切平面表示T1
FSs类似。对于GT2 FSs而言，采用这种表达方式是很合适的，因为对α平面相关的

计算实际就是对IT2 FSs的一些理论运算，而用α平面可以表示一般GT2 FSs，即可以
将IT2 FSs的一些理论运算结合到一般GT2 FSs上。

4.1 二型模糊集的α平面表示

定义 4.1： 一般二型模糊集Ā的α平面Ãα，是所有主隶属度的次隶属度大于等于α的

集合，数学定义为：

Ãα = {(x, u), uÃ(x, u) ≥ α|∀x ∈ X, ∀u ∈ Jx ⊆ [0, 1]}

=

∫
∀x∈X

∫
∀u∈Jx

{(x, u)|fx(u) ≥ α} (式 4.1)

很明显，IT2 FSs的FOU就是一个特殊的α平面(当α = 0)。与一维空间的α 切片相

比，α 平面是2维的，以x为水平轴，以主隶属度为垂直轴，如图. 4-1所示，也就
是(x, u)平面的阴影部分，可以理解为在uÃ = α平面上面部分的T2 FSs在这个平面的
投影。

定义 4.2： 与α平面Ãα相关的GT2 FSs Ã(α)，定义为：

Ã(α) = {(x, u), α|∀(x, u) ∈ Ãα} (式 4.2)

定理 4.1： GT2 FSs可以用它的相关T2 FSs的并集表示，例如：

Ãα =
∪

α∈[0,1]

Ã(α) (式 4.3)

图 4-1 α平面
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定理 4.1的证明可以参见文献 [9]，该定理表明GT2 FSs的运算可以直接利用IT2 FSs的
相关计算，因为Ã(α)与特定α的IT2 FS相关，而这个IT2 FS的FOU则与Ãα 一样，见

图. 4-1的阴影部分。
GT2 FSs的中心对于模糊集而言是一个非常重要的概念，通常可以简单理解为

所有内嵌式GT2 FSs中心的并集，如式 4.4所示

CÃ(x) =

∫
∀θ1∈Jx1

· · ·
∫
∀θN∈JxN

min(fx1(θ1), . . . , fxN
(θN))/

∑N
i=1 xiθi∑N
i=1 θi

(式 4.4)

也可以表示为：

CÃ(x) = {(ςk, (min{fxi
(θi), i = 1, . . . , N})k)}

ΠN
i=1Mi

k=1 (式 4.5)

ςk = (

∑N
i=1 xiθi∑N
i=1 θi

)k (式 4.6)

根据这个公式计算GT2 FSs的中心是不切实际的，因为它需要计算ΠN
i=1Mi个数目的

中心，通常这个数目是非常大，所以要计算一般GT2 FSs的中心并不能根据这个公
式计算。在先前已经提到计算IT2 FSs的中心，可以使用KM 算法，文献 [9]已经证

明CÃ(x)可以用α平面将GT2 FSs分解成各个与α相关的IT2 FSs来计算，即：

CÃ(x) =
∪

α∈[0,1]

α/CÃα
(x) (式 4.7)

其中CÃα
(x)是α平面Ãα的中心，那么根据式（4.7 ），可以将Ã拆分成很多Ãα，

而Ãα可以根据IT2 FSs 的计算方法法求取重心，然后求并集。因此，可以得到计
算CÃ(x)包括一下几步：

1. 选择合适数目的α平面，其中α ∈ [0, 1](假设以等间距∆选取)，即α分别

取0, 1/∆, 2/∆, · · · , 1。对于每个α计算出对应的Ãα。

2. 根据步骤1求取的所有Ãα，使用KM算法计算出对应的CÃα
(x)。

3. 根据 4.7求取中心CÃ(x)

下面以具体实例来说明具体计算。假设FOU由高斯函数确定，例如：

UMFFOU(Ã) = max{exp[−(x− 3)2

8
], 0.8exp[−(x− 6)2

8
]}

LMFFOU(Ã) = max{0.5exp[−(x− 3)2

2
], 0.4exp[−(x− 6)2

2
]}

次级隶属函数则选取三角型，其峰值由w(x) ∈ [0, 1]确定，形式为：

Apex = x+ w(x)(u(x)− u(x)) (式 4.8)

图 4-2描述了本节使用的FOUs、在特定x值下的次级隶属函数以及根据上述步骤计
算出的T2 FS Ã的中心。从 4-2(c)可以看到对于不同的w，对应的CÃ(x)近似于一个
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图 4-2 (a)选 取 的FOU; (b)当x=2， 取 不 同w时 的 次 级 隶 属 度 函 数; (c) 当w =
0, 0.25, 0.5, 0.75, 1时，CÃ(x)的值。

三角形，那么可以猜想对于T2 FSs的中心，可以依据CÃα=0
(x)以及CÃα=1

(x)（三角形

的三个顶点）来计算，规定为ĈÃ(x)，表格4.1也给出相应的具体数据，CÃα=1
(x)为

类似三角形的CÃ(x)的顶点，m(CÃ(x))为CÃ(x)的中心（可以当T1 FSs处理，用重心
法求解），当α = 0时，CÃα=0

(x)) = [3.6605, 4.9917]，这两个端点为三角形的底部端

点，m(ĈÃ(x)) 则为以CÃα=1
(x)，CÃα=0

(x))这三个点求出的近似中心，对比表4.1中
的第4与第6列，可以看到这种计算T2 FSs中心的方法，其误差已经很小了，基本上
优于只用α = 0的结果，也就是说在计算T2 FSs的中心时，只需要考虑2个α-平面：
α = 0和α = 1，就能得到非常好的近似结果，依据此，下节将介绍一种新型的T2
FLS–近似二型模糊逻辑系统（QT2 FLS），当然如果需要更高的精度，可以考虑更多
不同取值的α-平面。

4.2 三角形QT2 FLS

根据上节的观察，文献 [48]提出QT2 FLS，见图 4-3。这种FLS 将T1 FLS 与IT2
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FLS结合起来，以T1 FLS的去模糊化输出作为三角形顶点，以IT2 FLS的去模糊化输
出作为底部，即Q-T2 FLS的去模糊化输出为：

y(x) =
1

3
[yL(x|α = 0) + yR(x|α = 0) + y1(x|α = 1)] (式 4.9)

图 4-3 三角形Q-T2 FLS

表 4.1 不同w值时的CÃα=1
(x)，m(CÃ(x))，m(ĈÃ(x))

CÃα=1
(x) m(CÃ(x)) m(CÃα=0

(x))−m(CÃ(x)) m(ĈÃ(x)) m(ĈÃ(x))−m(CÃ(x))

w=0 4.3216 4.3848 0.0304(0.694%) 4.3840 -0.0008(-0.017%)

w=0.25 4.3712 4.3979 0.0172(0.392%) 4.4005 0.0026(0.059%)

w=0.5 4.3952 4.4059 0.0093(0.210%) 4.4085 0.0026(0.059%)

w=0.75 4.4094 4.4115 0.0037(0.084%) 4.4133 0.0018(0.040%)

w=1 4.4188 4.4157 -0.0005(-0.011%) 4.4164 0.0007(0.016%)

这种新型的T2 FLS有机的将IT2 FLSs与T1 FLS结合起来，由于没有涉及T2 FS，计算
起来没有广义T2 FLSs复杂，又能很好的逼近GT2 FSs的中心，同时又比IT2 FLS有更
多的设计自由度，所以可以推断：相对与IT2 FLS，Q-T2 FLSs可能有更好的性能表
现。

4.2.1 QT2 FLSs的理论分析与推广

对于三角形隶属函数的T1 FLS而言，它本身就是一个固定参数的PID控制器，
也就是说T1 FLC的输出u̇1为：

u̇1 = Kpė+KIe+KDë (式 4.10)

由于QT2 FLS中的T1 FLS是依据FOU构建的，在本章中我们使式（4.8）来构建次级
隶属函数，由此知T1 FLS中ė等效增益的有效区域为[−1 + d1, 1− d1]，e的有效区域

为[−1 + d2, 1− d2]，ë的有效区域为[−1 + d3, 1− d3]，由于后验集的中心已经确定(见
式（3.3）)，我们可以得出QT2 FLC中T1 FLC的目标值在有效范围内为：

f˜̇e1 =
2w1d1 + 1− d1 − ė

a1

2
, f˜̇e2 =

2w1d1 + 1− d1 +
ė
a1

2
(4.11a)
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fẽ1 =
2w2d2 + 1− d2 − ė

a2

2
, fẽ2 =

2w2d1 + 1− d2 +
ė
a2

2
(4.11b)

f˜̈e1 =
2w3d3 + 1− d3 − ë

a3

2
, f˜̈e2 =

2w3d3 + 1− d3 +
ë
a3

2
(4.11c)

其中w1，w2，w3分别为模糊集ė，e，ë用来构建次级隶属函数的权重值，根据对应的

控制规则，得到相关的目标值以及去模糊化后得到T1 FLC的输出为：

u̇1 =
1

(2w1 − 1)d1 + 1
Kpė+

1

(2w2 − 1)d2 + 1
KIe+

1

(2w3 − 1)d3 + 1
KDë (式 4.12)

结合IT2 FLC等效增益的有效范围(在T1 FLC的有效范围加上限制条件的范围)，只
要IT2 FLC满足条件，T1 FLC便满足。根据式( 4.9)，我们可以得到QT2 FLC的输
出u̇为：

u̇ =
2

3
u̇2 +

1

3
u̇1 = θKP ė+ βKIe+ γKDë (式 4.13)

其中：

θ =
2

3
θ1 +

1

3[(2w1 − 1)d1 + 1]
(4.14a)

β =
2

3
β1 +

1

3[(2w2 − 1)d2 + 1]
(4.14b)

γ =
2

3
γ1 +

1

3[(2w3 − 1)d3 + 1]
(4.14c)

θ1、β1、γ1分别为IT2 FLC的等效增益系数，当w1 ≥ 0.5, w2 ≥ 0.5, w3 ≥ 0.5，θ比1小，
与此同时当d1 ≥ d2 时，β 比1 小，当d1 ≥ d3 时, γ 也比1 小；当w1 < 0.5, w2 <

0.5, w3 < 0.5时，θ，β，γ与1之间的关系无法确定。也就是说这赋予QT2 FLC控制器
一定的自由度选择w的值来控制θ，β，γ的大小来获取更好的性能。

接下来分析GT2 FLS，以ė为例说明，如图.4-4所示，图中红线部分构成的区
域为我们构建的特定α 值的IT2 FSs(由w以及α的取值决定)， ė依旧满足 3.23，由
于PID控制器表达式过于复杂，本文以PI控制器为例说明（PD控制器可以根据PI的
结果类推），后验集的中心与α = 0这个平面构成的FOU一样，那么我们可以得到相
关的目标值为：

f˜̇e1 = [fė1min , fė1max ] =

[
1− d1 − ė

a1

2
+ w1d1α,

1 + d1 − ė
a1

2
+ (w1 − 1)d1α

]
(4.15a)

f˜̇e2 = [fė2min , fė2max ] =

[
1− d1 +

ė
a1

2
+ w1d1α,

1 + d1 +
ė
a1

2
+ (w1 − 1)d1α

]
(4.15b)

fẽ1 = [fe1min , fe1max ] =

[
1− d2 − e

a2

2
+ w2d2α,

1 + d2 − e
a2

2
+ (w2 − 1)d2α

]
(4.15c)

fẽ2 = [fe2min , fe2max ] =

[
1− d2 +

e
a2

2
+ w2d2α,

1 + d2 +
e
a2

2
+ (w2 − 1)d2α

]
(4.15d)
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图 4-4 取特定α值时IT2 FSs的示例

求这种特定α平面的输出与前面介绍的方法一样，由于依据α平面构建的IT2 FLC的
后验集的中心与第三章的后验集中心是一样的，所以，中心之间的大小关系也只有

两种，本文考虑a1KP ≥ a2KI 的情况，可以得到最终的输出为：

u̇ =
[(2w1 − 1)αd1 + 1]a21(2αw2d2 − d2 + 1)([(1 + 2αw2 − 2α)d2 + 1])

a21x
2 − (1− α)d22ė

2
Kpė (式 4.16)

+
[(2w1 − 1)αd1 + 1]a21x

a21x
2 − (1− α)d22ė

2
KIe

= θKpė+ βKIe (式 4.17)

由此可以求出取不同α(α ∈ [0, 1])值时对应的等效PI增益：

θ =
[(2w1−1)αd1+1]a21(2αw2d2−d2+1)([(1+2αw2−2α)d2+1])

a21x
2−(1−α)d22ė

2 (4.18a)

β =
[(2w1−1)αd1+1]a21x

a21x
2−(1−α)d22ė

2 (4.18b)

x = 2α2d1d2(2w1w2 − w1 − w2) (4.18c)

+α(2w1d1 + 2w2d2 − 2d1d2 − d1d2) + d1d2 + 1

将α = 1(x = (2w1d1 − d1 + 1)(2w2d2 − d2 + 1))和α = 0(x = 1 + d1d2)代入式（4.18）
可以得到与式(4.12)和( 3.28)相同的结果。由此，我们得到最终的GT2 PI FLC的输出
为：

u̇ =
n∑

i=1

wiθiKpė+
n∑

i=1

wiβiKIe (式 4.19)

其中n表示α平面的个数，wi表示第i个α平面构成的PI控制器的权值，θi，βi分别对

应该控制器的等效PI增益，从这个表达式可以看出，除了在不同模糊分区等效增益
是变化的，还将各个α平面的等效增益进行相关的线性组合，使GT2 FLS有更强的
非线性拟合能力，同时有更高的设计自由度，具有更强的性能表现。
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4.3 仿真实验

仿真实验与第三章的实验设置一样，分为线性模型与非线性模型。由于不

同w的取值影响QT2 FLC的等效增益，所以文中比较w1 = w2 = {0, 1}（分别对
应LMF与UMF）这两种极端情况下的性能表现。在线性模型下，测试了4 种模型，
根据图.4-6，和表.4.2，可以得出以下结论：

• QT2 FLC与IT2 FLC类似，当系统出现震荡，FOU越大，消除稳定点震荡的问
题能力越强。(图 4-6(d))

• w值的选取影响QT2 FLC的控制性能，使QT2 FLC兼具T1 FLC与IT2 FLC的性
质，既能处理震荡的问题也能解决响应较慢的问题（图 4-6(c), 4-6(d)）。

表 4.2 7种控制器在以下5种情况下的ITAEs

k = 2, τ = 15 k = 1, τ = 15 k = 3, τ = 15 k = 2, τ = 30 k = 3, τ = 10

T1 FLC 61 159 111 250 441

IT2 FLC, d = 0.2 59 176 88 290 230

IT2 FLC, d = 0.5 164 311 124 579 79
QT2 FLC, d = 0.2, w = 0 75 190 108 229 444

QT2 FLC, d = 0.5, w = 0 120 253 104 226 368

QT2 FLC, d = 0.2, w = 1 60 195 83 294 203

QT2 FLC, d = 0.5, w = 1 122 305 88 492 71

根据图.4-5可以解释w值对QT2 FLC性能的影响，w = 0时，QT2 FLC的等效增益接
近于1或者比1大，当w = 1时，QT2 FLC的等效增益都比1小，与前面解释IT2 FLC性
质的原因一样，越保守的增益能够确保控制器越不容易发生震荡，不过越大的等效

增益能够使QT2 FLC处理延时比较大的系统时，性能表现比IT2 FLC控制器更好（见
图 4-6(c)），因此，根据不同的模型要求，来优化QT2 FLC，选取最佳的QT2 FLC。
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图 4-5 当d1 = d2 = d，取不同w值时，θ和β与ė之间的关系。（a）w = 0；（b）w = 1.

同样的，也需要比较3种控制器在非线性模型下的性能表现，采用的仍然是水箱
模型。表 4.3是用GA优化后的QT2 FLC参数，图.4-7描述的是在非线性模型–双水箱
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图 4-6 QT2 PI控制器与1型PI控制器的在不同模型下的性能比较。(a) 静态增益K减小到1;
(b)K增加至3; (c)时间常数τ ,增加至30; (d) K增加至3，τ减小至10.

表 4.3 用于控制水位的QT2 FLC参数

KP KI a1 a2 d1 d2 w1 w2

28.6943 0.1770 17 5 0.2 0.01 0.5 0.3

模型下的控制性能比较，从图中可以发现，QT2 FLC控制器的控制性能略微好于IT2
FLC而且QT2 FLC中的d1, d2非常小（分别为0.2，0.01）基本上等同于T1 FLC，不过
仍然可以处理参数不确定的情况。

4.4 本章小结

本章介绍了α平面的相关知识，并用α平面表示T2 FSs，将IT2 FSs的相关运算结
合到GT2 FSs中，基于此，对新型的QT2 FLC做了相应的理论推广，理论分析表明在
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图 4-7 三种模糊PI控制器在双水箱模型下的控制性能比较。(a) 参考模型; (b)改变设定点
至20cm; (c)取α3 = 6; (d)取α1 = 10, α2 = 3 α3 = 4.

等效增益的有效范围内，w的取值影响QT2 FLC的等效增益的大小，在某些情况下
可以处理延时比较大的模型，w的选取，可以给QT2 FLC提供更大的设计自由度去
处理不同情况下的模型。仿真实验也验证理论分析的正确性。
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5 三种控制器控制性能的比较

传统的康复机器人大多采用电机驱动，而这种驱动方式对患者是很不友好的，

缺乏柔韧性以及安全性，而气动肌肉则由外部的空气压缩机提供动力驱动，作推拉

运动，有着与人体骨骼肌相似的特性。由于气动肌肉是由外层纤维编织网和内层橡

胶管构成，具有很高的柔韧性，以及价格便宜。同时内层橡胶管具有很好的弹性，

可提供很大的输出，而重量却比较小，即输出力/质量的比值大，且会在达到推拉极
限时自动制动，不会突破预定的范围。同时，气动肌肉是一种柔性驱动器，其独有

的柔顺性使得其特别适用于驱动与人密切接触的康复机器人。然而，由于气动肌肉

由气压驱动，因此具有非线性、迟滞性、参数时变等特性，对机理模型的参数辨识

与运动控制都带来了较大的困难，是比较T1、IT2、QT2 FLCs这三种控制器的鲁棒
性的理想测试模型。

5.1 仿真实验

5.1.1 实验模型

本节比较3种控制器的控制效果采用的是单气动肌肉模型，如图5-1所示。其基
本工作原理为：空压机提供压缩空气；NI-PCI 板卡采集力、位移传感器数据发送
到工控机；工控机下载工作站上控制算法的二进制源码，并将计算的控制信号通

过NI-PCI板卡发送到电磁比例阀；电磁比例阀进而调节气动肌肉的输入气压，改变
气动肌肉的伸缩。

(a) (b)

图 5-1 (a)气动肌肉系统实验平台原理框图(1-空压机，2-泄压阀，3-电磁比例阀，4-砝码，
5-气动肌肉，6-力传感器，7-位移传感器)；和(b)气动肌肉实物模型.
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气动肌肉模型的具体动力学方程可以定义为：

Mẍ+B(P )ẋ+K(P )x = F (P )−Mg (式 5.1)

F (P ) = F0 + F1P

K(P ) = K0 +K1P

B(P ) = B0 +B1P

其中M为负载质量，g为重力加速度，x为气动肌肉轴向收缩长度。规定x = 0为

气动肌肉在标压下(完全放气状态)的初始位置，P为气动肌肉的输入压强。

K(P )与B(P )分别为弹性系数与阻尼系数。F (P )为收缩元产生的有效力。B(P )除了

与P有关，还取决于PM的放气状态。实验基于三元素模型理论建立的气动肌肉动态
特性数学模型为：

F (P ) = F0 + F1P = 0.072P − 202.32

K(P ) = K0 +K1P =

{
Km1P +Km0

Kn1P +Kn0

=

{
−0.0105P + 90638 0 < P ≤ 325420Pa

0.0105P + 18063 P > 325420Pa

B(P ) = B0 +B1P =

{
B0i +B1iP

B0d +B1dP
=

{
0.00022685P + 2435.3(inflation)

0.0032P + 2522(deflation)

从相应的数学模型可以知道气动肌肉对于不同的压强范围具有不同的非线性，但是

对比实际气动肌肉控制平台，这样的模型仍然不精确，因此很适合比较控制器的鲁

棒性。与第二章实验部分类似，所有的控制器都以反馈误差e = xd − x（xd为期望

输出，x为实际输出），误差的变化率ė作为输入，以控制信号p的变化率ṗ作为输出。

隶属度函数采用高斯型，为了减少自由度的影响，对于T1 FLC而言，将每个变量的
论域划分为5部分，即总共有10个MFs，需要优化的参数为2× 10 + 9 = 29个，其它

两种则每种取6个MFs，因此一个IT2 FLC需要优化的参数总共为3 × 6 + 5 = 23个。

而QT2 FLC还需要优化w用于确定对应的T1 FLC，而1个模糊集需要一个对应的w,因
此还需要额外优化6个参数为，总的参数为：23 + 6 = 29，这样使得3种控制器的参
数接近。

5.1.2 方波实验

在仿真实验中，取M = 1，g = 9.8m/s2，设定点取xd = 0.024作为标准模型进

行优化，步长则取0.0001s。为了使结果更具有可靠性，排除偶然性，本节将实验重
复10次，统计每次实验的ITAE，10次实验的ITAE见图 5-2(a)，从图中可以看出在这
种情况下，3种控制器差别不大，QT2控制器效果相对而言，性能表现更好点，无
论是箱型图中值（见红线）还是其底部都是最小的。图 5-2(b)是选取三种控制器
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中ITAE相接近的参数得到的实际输出曲线，可以观测到在这种情况下3者基本是没
有差别的。通过改变不同的参数来测试控制器的鲁棒性，例如在某个时刻改变设定

点，考虑系统的信号扰动（对输入信号加入一个信噪比为20的白噪声），或改变气动
肌肉的负载，可以得到图 5-3。从图 5-3(a)和图 5-3(b)中可以看出QT2和IT2这两种控
制器在处理外部扰动或者改变设定点上相对于T1控制器而言，具有更强的性能表现，
更小的调整时间以及更小偏离值，而改变负载，对这三种控制器的影响都不大，整

体来看，QT2与IT2这两种控制器在不同情况下性能表现都很接近。这也很好解释，
虽然QT2增加了自由度，本质上是IT2与T1的结合，起主导作用的还是IT2，而且经
过优化后，在仿真模型上，性能提升不会太大，如果需要进一步比较控制器的鲁棒

性还需在实物上进一步测试。
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图 5-2 （a）3种控制器训练模型的箱型图；（b）3种控制器的性能表现.

5.2 本章小结

气动肌肉由于具有非线性、迟滞性、参数时变等特性，比较适合比较不同控

制器的控制性能，相关的仿真研究也表明，在经过遗传算法优化后，三种控制器

在训练模型上都能取得很接近的控制性能，在加入外部干扰或者改变输入信号，

QT2与IT2这两种控制器控制性能相对来说更好，具有更强的鲁棒性。由于只是在仿
真模型上测试，针对实际更复杂的情况，还需进一步测试。
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图 5-3 3种不同情况下的性能比较。（a）设定点由0.024降为0.015；（b）加入干扰信号.（c）
负载m由1增加至5
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6 结论

6.1 全文总结

二型模糊集是目前模糊领域中比较前沿的研究领域。虽然，一型模糊集的相关

理论已经很成熟，并且在很多实际问题中也得到相关的应用，但是受限于一型模糊

集的局限性，描述不确定性的能力有限，在描述更复杂的非线性模型以及很难精确

建模的实物上，性能表现有限。因此，需要发展二型模糊集的相关理论来解决这个

问题。

但是由于二型模糊集相关的计算以及理解使用起来比较困难，应用比较广泛的

是区间二型模糊集，而且目前对二型模糊集的相关的理论研究落后于实际，理论部

分并不十分完善。本文主要研究二型模糊集在自动控制方面的应用，并从理论部分

解释二型模糊PID控制器性能更优的原因，并与一型模糊控制器做相关的仿真实验
对比。主要的内容包括以下部分：

1. 针对区间二型模糊集降型操作复杂度比较高的问题，总结前人提出的比较高
效的降型算法，基于双水箱模糊比较这些算法的控制性能，并基于在实际中

跟据先验知识设计隶属函数，以及控制规则的确定比较困难，使用遗传算法

进行相关的参数优化。

2. 借鉴于T1 PID FLC控制器的设计方法，进行相关的额数学推导以及理论分
析。在特定的有效模糊区间，得出相关的IT2 PID FLC的等效增益系数，根
据数学表达式可以得到，IT2 PID FLC的等效增益系数比传统的PID控制器要
小，更保守的系数，能确保系统更不容易震荡，相关的仿真实验也验证理论

分析的正确性。

3. 针对广义二型模糊集难以与区间二型模糊集想联系起来，根据α平面的相关

理论知识，将IT2 PID FLC的理论分析推广到广义的二型模糊集上，并分析
介于GT2 FLS与IT2 FLS之间的QT2 FLS，仿真的实验效果表明QT2 FLC的控
制效果与IT2 FLC相近，当是由于结合了部分T1 FLC的特性，QT2 FLC可能
在有比较大滞后的系统上也能有不错的性能表现。

4. 气动肌肉有非线性，迟滞性以及分段性，很考验控制器的控制性能，基于
这个模型，建立相关的仿真实验，并考虑参数自由度的问题，比较公平地

比较T1，IT2，QT2这三种控制器的控制性能。由于遗传算法的优化，在训
练模型上，3者的效果差别不大，在测试模型上，则有一定的区别。整体来
看IT2 FLC与QT2 FLC的控制效果差别不大。

虽然本文在理论部分详细的分析GT2 FLC，但是也有不少问题需要以后进一步
解决。
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1. 等效增益的有效范围只在一部分内有效，其他区域，FOUs展现何种特性，
还需要进一步分析。

2. 本文主要在仿真上进行相关的实验分析，在仿真上的性能表现是否与实物上
一致，还有待相关的实物实验验证，

3. 在建立气动肌肉的离散模型上，由于需要比较小的采样点才能比较解近数学
模型，然后用GA算法优化需要花费大量的时间，如何减少优化时间是个值
得思考的问题，后续或者可以使用更快的优化算法，例如梯度下降法寻优。
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