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摘  要 

回归是一类机器学习问题，带标签的训练样本对于回归模型的训练非常重要。而

在某些实际应用中，原始样本很容易获得，但是给它们打上真实标签却非常困难，例

如需要花费大量的人力、物力或时间。对于这类回归问题，应用主动学习可以有效地

降低打标成本。目前的主动学习研究大多针对分类问题，针对回归问题的较少。本文

考虑离线的基于池的主动学习回归问题，即给定一个样本池，如何从中选择尽可能少

的最有价值的样本来打标，从而训练出性能尽可能好的回归模型。 

本文首先对比了有监督主动学习回归算法和无监督主动学习回归算法，并指出

后者的一些优势；然后为无监督主动学习回归算法建立数学模型，并提出一种无需真

实标签也能预测回归模型的精度的新指标；本文随后将有监督主动学习回归算法中

的三个核心指标“分散度”、“代表性”和“信息量”迁移到了无监督主动学习回归

算法中，并基于提出的数学模型和新指标为它们提供了理论解释；本文随后提出一种

用于优化无监督主动学习回归算法中待打标样本集合的框架，该框架利用交替优化

算法将多目标优化问题拆分为多个单目标优化问题；本文随后基于该框架，提出两种

新的无监督主动学习回归算法 iRDM 和 IRD，其中 iRDM 算法度量并融合了“分散

度”和“代表性”指标，IRD 算法不仅度量并融合了“分散度”和“代表性”指标，

还针对线性回归模型度量了“信息量”指标，并融合到单次优化的目标函数中；本文

最后在涵盖多个实际应用领域的 12 个公开的回归数据集上进行了大量的实验，实现

了现有的经典主动学习回归算法和本文提出的两种新的无监督主动学习回归算法，

使用“岭回归（Ridge）”和“基于径向基核函数的支持向量机回归（RBF SVR）”

分别测试各算法在线性回归和基于核的非线性回归中的效果，从多个角度进行了数

据分析，并进行了统计检验，验证了本文提出的两种新算法的性能和稳定性均优于现

有的无监督主动学习回归算法，且在带标签训练样本很少时甚至优于有监督主动学

习回归算法，还验证了使用本文提出的新算法为有监督主动学习回归算法选择初始

的少量待打标样本能够有效提升有监督主动学习回归算法的性能。 
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本文为无监督主动学习回归算法建立的数学模型和提出的预测指标能为后续的

无监督主动学习回归算法的研究提供理论支持及新思路。本文提出的两种无监督主

动学习回归算法合理地度量并融合了分散度、代表性和信息量三个核心指标。相比现

有算法，它们能更有效地减少打标工作量，它们还能用于任何有监督主动学习回归算

法中以提升初始回归模型的性能。 

 

关键词：主动学习，无监督学习，线性回归，核函数 
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Abstract 

Regression is a type of machine learning problem. Labeled samples are very important 

for training regression models. However, in some practical applications, the original 

samples are easy to obtain, but it is very difficult to label them with true labels. For example, 

the labeling process usually takes a lot of manpower, material resources or time. For such 

regression problems, applying active learning can effectively reduce the cost of labeling. 

However, among the existing active learning researches, most of them only focus on 

classification problems, and few on regression problems. This thesis focuses on the offline 

pool-based active learning regression problem (ALR), that is, given a sample pool, how to 

select a few valuable samples from it to label, so that the regression model trained from 

them can achieve the best possible performance. 

This thesis first compares the unsupervised ALR algorithms with the supervised ALR 

algorithms, and points out some advantages of the unsupervised ALR. Secondly, this thesis 

establishes a mathematical model for unsupervised ALR algorithms, and proposes a new 

indicator that can predict the accuracy of the regression model without any true label 

information. Thirdly, this thesis migrates the three essential criteria: "diversity", 

"representativeness" and "informativeness" in the supervised ALR to the unsupervised ALR, 

and theoretically explains them using the proposed mathematical model and the new 

indicator. Next, this thesis proposes a framework for optimizing the set of candidate samples 

in unsupervised ALR. The framework uses an alternating optimization approach to split the 

multi-objective optimization problem into multiple single-objective optimization problem. 

Based on this framework, two new unsupervised active learning regression algorithms, 

iRDM and IRD, are proposed. The iRDM algorithm measures and integrates "diversity" and 

"representativeness". The IRD algorithm not only considers "diversity" and 

"representativeness", but also measures "informativeness" for the linear regression model, 

and integrates it into the objective function. At the end of this thesis, a large number of 
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experiments were performed on 12 public regression datasets. These datasets cover multiple 

practical application areas. For each dataset, the proposed two unsupervised ALR 

algorithms (iRDM and IRD), and seven state-of-the-art ALR algorithms were implemented 

by MATLAB2019 and were used in linear regression (Ridge) and kernel function regression 

(RBF SVR). The results showed that the two new proposed unsupervised ALR algorithms 

(iRDM and IRD) performed better and more stable than the existing unsupervised ALR 

algorithms. Furthermore, they even performed better than supervised ALR algorithms when 

the number of labeled samples is very small. It was also verified that using these two 

algorithms to select a few samples to label at the beginning for a supervised ALR algorithm 

can improve its performance. 

The mathematical model and the evaluation indicator proposed in this thesis for 

unsupervised ALR can provide theoretical support and new ideas for subsequent researches 

on unsupervised ALR. The two unsupervised active learning regression algorithms 

proposed in this thesis reasonably measure and integrate the three essential criteria: 

"diversity", "representativeness", and "informativeness". Compared with the existing ALR 

algorithms, they can reduce the labeling effort more effectively. They can also be used in 

any supervised ALR to further improve their performance by generating a better initial 

regression model. 

 

Key words：Active learning, Unsupervised learning, Linear regression, Kernel function 
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1 绪论 

1.1  研究背景、目的及意义 

回归问题是机器学习中的一类常见问题，在该类问题中，样本的标签是连续值，

我们需要根据已知的样本和真实标签来训练回归模型，用于对新样本的标签进行预

测。 

样本的真实标签对于回归模型的训练十分重要，但在实际应用中存在一类问题，

那就是获取大量的原始数据很容易，而给它们打上真实标签却很费力，例如需要消耗

大量的人力、物力或时间。 

例如在“根据语音或视频进行情感估计的任务”[1]中，情感标签是二维空间（效

价、唤醒度）[2]或三维空间（效价、唤醒度和优势度）[3]中的连续值。虽然记录大量

的语音或视频较为容易，但是为每个语音或视频样本打上对应的情感标签却较为困

难。这是由于情感是主观、微妙且不确定的，往往需要多位专业评估者评估多次，才

能获得准确的标签。例如，在 VAM 语料库中每个语音样本的情感标签需要 6-17 位

评估者来评估[4]，在数据集“使用生理信号数据集进行情感分析的数据库”中的每个

视频片段的情感标签需要 14–16 个评估者来评估[5]，在 IADS-2 数据集中每个语音

样本的情感标签则至少需要 110 位评估者来评估[6]。因此获取情感标签的工作量非常

大，需要消耗大量人力。 

再例如在“通过脑电信号进行疲劳驾驶检测的任务”[7][8][9]中，采集脑电信号相

对容易，但是获取它们真实的疲劳程度则需要进行持续注意力驾驶实验[10][11]，其物

力成本是相对较高的。 

再例如在“油井压裂后 180 天的累计产油量预测任务”[12]中，其输入（油井的

压裂参数，例如它的位置、射孔的长度、区域/孔的数量和注入的泥浆/水/砂的体积等）

可以在压裂操作期间很容易地记录下来，但是要获得真实的标签，即压裂后 180 天

的累计产油量，则必须至少等待 180 天。因此获取标签的时间成本极高。 
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经典的回归算法是被动学习算法，即对样本池的所有样本都打标，或随机选择部

分样本来打标，然后构建带标签的训练集之后再训练回归模型。而对于上述无标签样

本获取容易但打标困难的问题，在实际应用中对所有样本都打标的成本是非常高的，

往往是没有必要甚至是无法实现的，而随机选择部分样本来打标往往不能训练出性

能达标的回归模型。 

主动学习[13]是机器学习中减少打标工作量的常用方法，将主动学习应用于回归

问题，即“主动学习回归算法”。该类算法能主动地选择最有价值的待打标样本，并

只给这些样本打上真实标签，从而提升打标的性价比，从而在训练出性能相当的回归

模型的条件下，有效减少需要打标的样本的数量。 

现在已经有很多关于主动学习算法的研究，它们都取得了一定的效果

[8][13][14][15][16][17][18][19]，但其中大多数主动学习算法都是为分类问题而设计的，为回归

问题设计的主动学习算法较少[20]，在这些为数不多的主动学习回归算法中，适用于

机器学习中“基于池”的应用场景的算法则更少了[20]。 

本课题研究“基于池的主动学习回归算法”（后文中简称为“主动学习回归算

法”）。在实际应用中，很多应用场景（例如前文介绍的三个应用场景）亟需基于池

的主动学习回归算法，但现有的算法数量少，理论体系尚不完善。综合以上分析，本

课题的研究在理论和实践中均具有较高的研究价值。 

1.2  主动学习回归算法的国内外研究现状 

依据不同的样本查询情景，学者们将“主动学习回归算法”划分为如下两类：“基

于总体的主动学习回归算法”和“基于池的主动学习回归算法”[21]。基于总体的主动

学习回归算法的应用场景是：样本空间中任意数据点都有效且能够被查询标签；测试

数据的分布是已知的；其目标是：找到最优的训练数据分布，然后使用该分布在样本

空间中采集少量训练数据，对它们打上真实标签后生成带标签的训练数据集。基于池

的主动学习回归算法的应用场景是：给定一个无标签样本池，样本池中的样本可以被

打标，样本空间中其他样本点无意义不能被打标；其目标是：从给定的无标签样本池

中采集少量最有价值的样本，随后仅对这些样本打标以生成带标签的训练数据集。 
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在机器学习领域，大多数的数据集都是基于池的，因此本文只考虑“基于池的主

动学习回归算法”。“基于池的主动学习回归算法”包含：“顺序主动学习回归算法”

和“批模式主动学习回归算法”[22]。顺序主动学习回归算法是指在每次迭代过程中

只选择一个样本来打标。该类算法能够快速地更新回归模型，因此性能更好，但是计

算代价较高，且需要多次与人工专家交互。批模式主动学习回归算法是指在每次迭代

过程中选择一批样本来打标，这样做的目的是减少计算代价，同时减少与人工专家的

交互次数，但其性能往往略低于顺序主动学习回归算法。本文只考虑性能较好的“顺

序主动学习回归算法”。 

本文将现有的“基于池的主动学习回归算法”分为如下几类：“基于回归模型信

息的主动学习回归算法”、“基于贪婪采样的主动学习回归算法”和“同时考虑分散

度和代表性的主动学习回归算法”。 

第一类是“基于回归模型信息的主动学习回归算法”[21][23][24][25]，其基本思想是

依据当前回归模型的预测信息来选择最有价值的待打标样本，例如打标之后能对当

前回归模型产生最大影响的样本，或当前模型预测的最不准确的样本。该类方法的优

点是算法往往能取得较好的性能；该类方法的缺点是每种算法往往只适用于一种或

一类回归模型，因为算法的推导过程需要用到某一种或一类回归模型的信息。该类方

法的几种代表算法如下： 

基于委员会分歧的主动学习算法（Query By Committee，简称 QBC）在分类问题

[13][26][27][28][29]和回归问题[13][24][30][31][32][33]中均有广泛应用。本文考虑 RayChaudhuri 和

Hamey[24]提出一种 QBC 算法，该方法同时适用于线性回归和非线性回归，其基本思

想是：建立模型委员会，选择委员会预测分歧最大的样本来打标。 

基于模型变化的期望最大化（Expected Model Change Maximization，简称 EMCM）

的主动学习算法在分类问题[13][34][35][36]、回归问题[22][23]和排序问题[37]中皆有应用。本

文考虑 Cai 等学者提出一种 EMCM 算法[23]，该方法适用于线性回归和梯度提升决策

树回归，本文只考虑其在线性回归中的部分。 

基于泛化误差条件期望的重要性加权的最小二乘算法（Pool-based Active 

Learning using the Importance-weighted least-squares learning based on Conditional 
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Expectation of the generalization error, 简称 P-ALICE），由 Sugiyama 和 Nakajima[21]

提出，该算法仅适用于线性回归，其基本思想是，通过同时考虑训练集和测试集的协

变量偏移，从样本池中采集𝑀个样本，并确定它们的权重，然后训练一个加权线性回

归模型。 

基于残差的主动学习回归方法（Active Learning using Residual regression 简称

RSAL），由 Douak 等人[25]提出，该算法只适用于基于核的非线性回归。其基本思想

是：预测当前回归模型对每一个无标签样本的“预测误差”，然后选择“预测误差”

最大的样本来打标。 

第二类是“基于贪婪采样的主动学习回归算法”[38][39]，其基本思想是利用贪婪

采样的方法，在每一步中只选择最有利于当前已打标样本集合的样本。该类方法的优

点是操作简单，运算代价小；该类方法的缺点是只能保证当前选择的样本对之前选择

的样本最有利，但无法保证其对之后选择的样本也最有利，因此缺乏全局优化的观

念，且贪婪采样容易采集到离群点，从而降低算法性能和鲁棒性。该类方法的几种代

表算法如下： 

基于贪婪采样的主动学习回归算法（Greedy Sampling，简称 GS），由 Yu 和 Kim[38]

提出，它适用于线性回归和非线性回归。Wu[39]改进了 GS 算法中第一个样本的选择

方法，本文考虑该算法（GSx），其基本思想是让选择的样本在样本空间中尽可能分

散。GSx 算法首先计算样本池的中心，然后找到距离样本池中心最近的样本作为第

一个待打标样本；然后在每一轮迭代中计算每个未被选中的样本𝐱𝑛到已确定的待打

标样本的距离的最小值𝑑𝑛
𝐱，最后选择𝑑𝑛

𝐱最大的样本为新的待打标样本。该算法既可

以在选择一个新的待打标样本后立即交给人工专家打标，也可以等选择完所有待打

标样本后，一次性交给人工专家打标。 

改进的基于贪婪采样的有监督主动学习回归算法（improved Greedy Sampling，

简称 iGS），由 Wu[39]提出，它仅适用于线性回归。其基本思想是同时考虑特征空间

中的贪婪距离和标签维度上的贪婪距离。在每一轮迭代中，对每一个无标签样本𝐱𝑛，

计算其到已打标样本的距离的最小值𝑑𝑛
𝐱，再依据当前的回归模型计算其预测标签，
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然后计算该预测标签到已打标样本的真实标签的差距的最小值𝑑𝑛
𝑦
，最后选择𝑑𝑛

𝐱 × 𝑑𝑛
𝑦

最大的样本来打标。 

第三类是“同时考虑分散度和代表性的主动学习回归算法”[20]，其基本思想是在

保证选择的待打标样本之间尽可能分散的前提下，又使得每一个样本周围的无标签

样本尽可能多。该类方法的优点是算法选择的待打标样本集能更好地代表整个样本

池，且每一个样本都能更好地代表其周围的样本，从而提升打标的性价比，提升算法

的鲁棒性；该类方法的缺点是属于启发式算法，缺乏理论基础。该类方法的几种代表

算法如下： 

同时考虑待打标样本的分散度和代表性的主动学习回归算法（Representativeness 

and Diversity，简称 RD），由 Wu[20]提出，它适用于线性回归和非线性回归，其基本

思想是让算法选中的待打标样本分散的同时具有代表性。RD 首先对样本池使用𝑘-均

值聚类算法（𝑘 = 𝑀）聚类成𝑀个簇，然后选择各簇中距离簇中心最近的样本作为待

打标样本，依此法获得的𝑀个待打标样本，即为算法选择的待打标样本。 

Wu[20]还将 RD 算法与其他主动学习回归算法结合，例如将 RD 与 QBC 算法结

合形成 RD-QBC 算法，将 RD 与 EMCM 结合形成 RD-EMCM 算法，其基本思想是

再同时考虑分散度和代表性的基础上，再考虑回归模型的信息。该文实验部分验证了

RD-EMCM 算法的效果优于 RD-QBC 算法，因此本文使用 RD-EMCM 算法。RD-

EMCM 算法首先使用 RD 算法从无标签样本池中选择𝑀0个样本来打标，然后开始迭

代，首先使用𝑘-均值聚类算法（𝑘 = 𝑀0 + 1）将整个样本池聚类为𝑀0 + 1个簇，其中

至少有一个簇不含有已打标样本，选择其中最大的一个不含已打标样本的簇𝐶̅，使用

EMCM 算法在簇𝐶̅中选择最有价值的样本来打标，打标后加入已打标样本集，将𝑀0

加一，开始下一轮迭代，直到结束。 

此外，“基于池的主动学习回归算法”还可以分为“有监督主动学习回归算法”

和“无监督主动学习回归算法”两种[40]。有监督主动学习回归算法需要迭代式地依

次选择待打标样本来打标[22]，在选择最有价值的无标签样本的过程中需要使用到样

本池中部分已知的真实标签。无监督主动学习回归算法则可以一次性选择所有待打

标样本，在选择无标签样本的过程中不需要用到任何真实标签信息，且可以只与人工
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专家交互一次。上面介绍的八种现有算法中，QBC、EMCM、RSAL、RD-EMCM 和

iGS 五种算法是有监督主动学习回归算法，P-ALICE、GSx 和 RD 三种算法是无监督

主动学习回归算法。 

1.3  研究内容及主要贡献 

本文将深入研究回归问题中的主动学习，意图让主动学习更好地为回归问题服

务，更有效地减少训练回归模型所需要的打标代价。 

本文的主要贡献如下： 

为无监督主动学习回归算法建立了数学模型，并提出一种新的指标来预测回归

模型的性能，从而判断当前选中的待打标样本集合的优劣。该预测指标可为新的无监

督主动学习回归算法的设计提供思路。 

将分散度、代表性和信息量三个核心指标从有监督主动学习回归算法迁移到无

监督主动学习回归算法，并基于本文建立的数学模型和提出的预测指标，在线性回归

和基于核函数的非线性回归中，对这三个核心指标的作用进行理论解释。 

提出一种适用于无监督主动学习回归算法的交替优化框架，用于优化待打标样

本集合，它将多目标优化问题拆分为多个单目标优化问题迭代进行。 

提出一种新的无监督主动学习回归算法 iRDM，该算法的思想是同时最大化分散

度和代表性，它同时适用于线性回归和基于核的非线性回归。本文还为该算法在两种

回归模型中的有效性提供了理论解释。 

提出一种新的无监督主动学习回归算法 IRD，该算法同时融合了分散度、代表性

和信息量三个核心指标，其中信息量指标是针对线性回归模型设计的。本文还针对线

性回归，在一维、二维以及高维特征空间中为 IRD 算法提供了理论解释。 

在涵盖多个实际应用领域的 12 个公开的回归数据集上进行了大量的实验，在线

性回归和基于核的非线性回归中，验证了本文提出的两种新算法（iRDM 和 IRD）相

对于现有算法的优势，以及 IRD 算法在线性回归中相对 iRDM 算法的优势。依据多

次重复实验的结果进行了统计检验，验证了各差异的显著性，让结论更可靠。实验还
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验证了两种新算法对回归模型超参数变化和样本池分布变化的鲁棒性，以及分散度、

代表性和信息量三个核心指标各自的有效性。 

本文各章节的主要内容如下： 

第一章介绍主动学习回归算法的背景、意义、现状和本文的主要创新点。 

第二章介绍现有的基于池的主动学习回归算法，简述各算法的原理和思想并给

出各算法的步骤。这些算法都将在本文的实验部分得以实现，作为本文提出的两种新

算法的对照算法。 

第三章从理论角度研究无监督主动学习回归算法。对无监督主动学习回归算法

进行了数学建模；还提出了一种在无监督主动学习回归算法中用于预测回归模型精

度的新指标；还将分散度、代表性和信息量三个核心指标从有监督主动学习回归算法

推广到无监督主动学习回归算法，并基于建立的数学模型和提出的预测指标，在线性

回归和基于核的非线性回归中为三个核心指标提供理论解释。 

第四章首先提出一种交替优化框架，用于在无监督主动学习回归算法中优化待

打标样本集；然后基于该框架提出两种新的无监督主动学习回归算法 iRDM 和 IRD，

其中 iRDM 算法同时考虑了分散度和代表性，IRD 算法在同时考虑了分散度和代表

性的基础上，还针对线性回归模型给出分散度-信息量指标的联合度量。本章还给出

两种算法的理论解释及具体流程。 

第五章展示了大量的实验结果，验证了本文提出的新算法 iRDM 和 IRD 的有效

性和稳定性并给出分析；还验证了无监督主动学习回归算法中分散度、代表性和信息

量三个核心指标各自的作用；还验证了在回归模型超参数变化或样本池分布变化时，

新算法的表现依然优于现有算法；还验证了使用无监督主动学习回归算法代替随机

采样为有监督主动学习回归算法选择初始的少量待打标样本，能有效提升该有监督

主动学习回归算法的性能。 

第六章对全文进行总结和归纳，并指出未来的研究方向。  
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2 无监督主动学习回归算法的理论研究 

“主动学习回归算法”可以分为“无监督主动学习回归算法”和“有监督主动学

习回归算法”两类[40]。本章首先详细分析无监督主动学习回归算法的特性及其相对

于有监督主动学习回归算法的三个核心优势；本章随后为无监督主动学习回归算法

建立数学模型，并提出一种用于预测回归模型性能的指标；本章随后将有监督主动学

习回归算法中的分散度、代表性和信息量三个核心指标迁移到无监督主动学习回归

算法中，并基于提出的数学模型和预测指标，在线性回归和基于核的非线性回归中为

它们提供理论解释。 

2.1  无监督主动学习回归算法的特性及优势 

主动学习回归算法在从样本池中采集最有价值的样本的时候，依据是否需要真

实标签信息（部分已打标的样本），可以将主动学习回归算法分为“有监督”与“无

监督”两大类。有监督主动学习回归算法的采样过程需要真实标签信息，而无监督主

动学习回归算法的采样过程不需要任何真实标签信息。 

研究发现，大多数现有主动学习回归算法为“有监督”的，然而，无监督主动学

习回归算法同样具有重要的研究意义，具体如下： 

第一是替代随机采样，帮助有监督主动学习回归算法选择更好的初始待打标样

本。在没有任何真实标签的情况下，任何有监督主动学习回归算法都必须需要一种无

监督的采样算法来选择最初的几个样本以进行标签并构建初始回归模型，最简单的

方法便是利用随机采样。因此，使用更好的无监督主动学习回归算法可以简单地提高

有监督主动学习回归算法的总体性能，因为可以获得更好的初始模型。 

第二是减少人类专家的在线时间或实验时间。有监督主动学习回归算法需要与

人类专家多次互动，这是因为在每次交互中，有监督主动学习回归算法都会向专家提

供一个或一批候选样本，然后专家会在经过专业分析后返回其真实标签（或经过实验

后返回实验结果）。这要求专家（或实验设备）一直保持在线状态，这非常消耗时间

和成本，有时甚至很难实现。但是，无监督主动学习回归算法可以一次性选择出所有
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的待打标的候选样本，人类专家可以一次完成标记工作（或多组实验可以并行进行，

同时得出多个实验结果），这样可以节省人类专家的时间（或节省实验时间）。 

第三是在训练样本数量较少的条件下提升回归模型性能。在特殊情况下，我们的

资源仅足以标记极少量样本（例如 5 个样本），若使用有监督主动学习回归算法，用

于训练初始回归模型的标记样本会更少（例如 3 个标记样本），这样初始模型会非常

粗糙，可能会误导另外 2 个待打标样本的选择，降低最终训练得到的回归模型的性

能。而若使用无监督主动学习回归算法，则不会存在这个问题，因此在训练样本数量

极少的情况下，在回归问题中应用无监督主动学习回归算法可能比应用有监督主动

学习回归算法获得更好的效果。 

“有监督主动学习回归算法”和“无监督主动学习回归算法”的流程图见图 2-1。 

 

图 2-1 有监督主动学习回归算法和无监督主动学习回归算法流程图 

2.2  无监督主动学习回归算法的数学建模 

本节将首先定义需要用到的数学变量，并给它们分配指定的符号。 

设给定的样本池中含有𝑁个样本，样本的特征维度是𝑑，那么特征空间就是一个

𝑑维的线性空间ℝ𝑑，且这𝑁个样本分别对应ℝ𝑑中的𝑁个特征点{𝐱𝑛}𝑛=1
𝑁 。设这𝑁个特征
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点的真实标签是{𝑦𝑛}𝑛=1
𝑁 ，它们是未知的，在主动学习采样过程中需要预测，设这𝑁个

样本点的预测标签是{𝑦̂𝑛}𝑛=1
𝑁 。给每个样本的特征向量增加代表标签的维度，则生成

一个𝑑 + 1维的线性空间ℝ𝑑+1，本文中叫它样本空间。样本池中的𝑁个样本加上预测

标签{𝑦̂𝑛}𝑛=1
𝑁 后，在样本空间ℝ𝑑+1中对应𝑁个预测样本点{𝐱̂𝑛}𝑛=1

𝑁 。任意样本𝐱𝑖的预测

标签𝑦̂𝑖可以看作是一个随机变量，那么样本𝐱𝑖在样本空间ℝ𝑑+1中对应的预测样本点𝐱̂𝑖

也是一个随机变量。 

线性回归模型在样本空间ℝ𝑑+1中对应一个超平面。设使用样本池中所有的样本

训练出的最优回归超平面是𝐻∗（存在但未知），设样本池中的𝑁个样本在最优回归超

平面𝐻∗上对应的最优预测标签值是{𝑦𝑛
∗}𝑛=1

𝑁 ，设它们在最优回归超平面𝐻∗上对应的最

优预测样本点是{𝐱𝑛
∗ }𝑛=1

𝑁 。样本池中的𝑁个样本对应的𝑁个预测样本点{𝐱̂𝑛}𝑛=1
𝑁 也能通

过线性回归获取一个预测超平面𝐻̂。预测样本点{𝐱̂𝑛}𝑛=1
𝑁 和预测回归超平面𝐻̂都可以看

作围绕最优回归超平面𝐻∗震荡的随机变量。 

图 2-2 直观展示了特征空间为一维时，无监督主动学习回归算法中预测回归模

型𝐻̂的不确定性： 

 

图 2-2 特征空间为一维时，预测回归模型的不确定性的示意图 

图 2-2 中，设待打标样本点为{𝐱̅1, 𝐱̅2}，预测样本点{𝐱̂1, 𝐱̂2}和预测回归直线都是围绕

最优回归直线𝐻∗上下震荡的随机变量，图中展示了其上界和下界。可以用图中两个

蓝色三角形的对顶角大小来度量回归模型的不确定性。 
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2.3  评价回归模型性能的新指标 

设目前的资源只够打𝑀个标签，那么无监督主动学习回归算法的目标是一次性

地从样本池的𝑁个样本中采集𝑀个最优的待打标样本，输出这个最优待打标样本集合

{𝐱𝑚}𝑚=1
𝑀 给人工专家进行打标。而采样的方式非常多，有C𝑀

𝑁种，想要找到最优的待打

标样本集合，首先需要找到一种指标来比较不同待打标样本集合的优劣，即预测为不

同待打标样本集合打标后，训练得到的回归模型的精度。遗憾的是，在无监督主动学

习回归算法的场景下，没有任何已知的标签信息，因此经典的均方误差、相关系数等

指标均无法使用，此时急需一种新的指标。 

本文提出：使用预测回归超平面𝐻̂的正法向量𝜸̂与最优回归超平面𝐻∗的正法向量

𝜸∗之间的夹角大小|𝜃|来评价待打标样本集合的优劣。夹角|𝜃|越小，代表当前待打标

样本集合越优（备注：这里区分超平面的正面和背面，因此法向量分为正法向量和负

法向量，在标签轴方向上的分量为正的法向量为正法向量）。下面给出解释： 

首先，新指标可以在几何学上直观理解。每一个待打标样本集都对应一个预测回

归超平面𝐻̂，若预测回归超平面𝐻̂越接近最优预测超平面𝐻∗，便说明预测超平面𝐻̂的

精度越高，对应的待打标样本集越好。根据高维几何知识，每个超平面的正法向量方

向唯一，因此超平面之间的差距可以通过正法向量间的夹角大小来衡量，夹角|𝜃|越

小，代表预测回归超平面𝐻̂和最优回归超平面𝐻∗越接近。值得注意的是，我们无需知

道夹角|𝜃|的具体大小，只需要比较不同预测回归超平面𝐻̂对应的夹角|𝜃|的大小即可，

高维几何学中计算向量夹角相对困难，但比较向量夹角大小相对容易，这为使用该指

标提供了方便。 

此外，和均方误差、相关系数等经典的回归模型评价指标类似，新指标还具有物

理意义，即表征预测模型与最优模型的特征系数向量的差异。原因如下，线性回归模

型为： 

𝑦̂ = 𝐱𝑇𝜶 + 𝑏 
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其中𝐱是样本的特征列向量，每个元素代表一个特征。𝜶是系数向量，每个元素代表

一个特征的系数，𝑏是偏置项常数，𝑦̂是模型对样本𝐱的预测标签值。该模型在样本空

间ℝ𝑑+1中对应一个超平面，它可以变形为： 

𝑦̂ − 𝐱𝑇𝜶 − 𝑏 = 0 

等价于： 

[1,−𝜶𝑇] [𝑦̂
𝐱
] − 𝑏 = 0 

令𝜸𝑇 = [1,−𝜶𝑇]，𝜸即为超平面的正法向量（其标签轴𝑦̂上的分量大于零）。 

可以看到超平面的正法向量𝜸完全由各特征对应的系数决定。对两个线性回归模

型而言，各特征的系数差距越大，则它们的正法向量的夹角往往越大。那么预测回归

超平面𝐻̂的正法向量𝜸̂与最优回归超平面𝐻∗的正法向量𝜸∗之间的差距可以衡量预测

模型与最优模型的系数向量之间的差距，这便是该指标的物理意义。 

该指标的缺陷是没有考虑偏置项𝑏的差异，但不影响其在无监督主动学习回归算

法中的使用。其原因如下：若两个平面的正法向量𝜸差距很小且偏置𝑏差距很大，则

它们近似于平行难以相交。而预测回归超平面和最优回归超平面的训练集中都包含

选中的𝑀个待打标样本，这𝑀个样本一般均匀分布在样本池内，因此预测回归超平面

𝐻̂和最优回归超平面𝐻∗往往会在样本池所在的区域相交，因此一般不会出现正法向

量𝜸差距很小且偏置𝑏差距很大的情况，因此使用正法向量𝜸的差异即可度量两个模型

的主要差异。 

2.4  分散度、代表性和信息量三个核心指标及其理论解释 

2.4.1  分散度、代表性和信息量三个核心指标 

Wu 在文献[20]中提出主动学习回归算法中的三个核心指标：分散度、代表性和信

息量，它们的具体含义及解释如下： 

分散度：主动学习回归算法选择的待打标样本在样本空间中应该尽可能分散，分

散度越大越好。该指标的意义是：让被选择的这部分样本更好地代表整个样本空间；
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而且可以避免两个或多个待打标样本因太接近而导致所含的信息也相似，从造成打

标资源浪费的情况。度量方式举例：待打标样本之间的距离，距离越大则分散度越大。 

代表性：主动学习回归算法选择的每一个待打标样本应该尽可能多地代表周围

的样本，代表性越大越好。该指标的意义是：被选择的样本能够包含更多样本的信息，

从而提升打标的性价比；而且可以避免主动学习回归算法选择到离群点，因为离群点

所含有的信息往往噪声很大，打标性价比很低。度量方式举例：待打标样本所在位置

的样本密度，样本密度越大，代表性越大。 

信息量：主动学习回归算法选择的待打标样本应该包含更多的信息。该指标的意

义是：对算法选择的待打标样本打标后，应该对当前的优化目标函数产生最有益的影

响，信息量越大越好。度量方式举例：样本的预测标签的置信度，置信度越低信息量

越大；对其打标后会给当前回归模型带来的变化程度，变化越大信息量越大。 

其中，分散度和代表性两个核心指标的评估不需要标签信息，因此可以直接迁移

到无监督主动学习回归算法中。而信息量指标的评估需要当前回归模型的信息，即需

要真实标签信息，不再适用于无监督情形，本文将为无监督主动学习回归算法重新定

义信息量指标： 

信息量（无监督主动学习回归算法）：根据当前回归模型类型推导出的特定指标

或采样方法，能够帮助算法选择更适应于该类回归模型的待打标样本，该指标的评估

要求使用的回归模型类型已知。该指标的意义在于：针对特定类型的回归模型，更好

地度量分散度或代表性，或指导算法选择更好的待打标样本。度量方式举例：针对线

性模型，可以使用特征空间中点到流形的距离来更好地度量分散度。 

2.4.2  分散度、代表性和信息量的理论解释 

2.4.2.1   针对线性回归模型 

设待打标样本数为𝑀，特征维数为𝑑。 

1. 分散度和代表性的作用 

此时的样本空间是二维的，根据平面几何知识，在二维空间中，两个不同的点便

可以确定一条直线。当需要采集的待打标样本集合只含有两个样本时，分散度即为：



 

 14 

华 中 科 技 大 学 硕 士 学 位 论 文  

 

特征空间中两个特征点的欧氏距离；代表性即为：特征空间中两个特征点所在位置的

样本密度。此时最优回归超平面𝐻∗和预测回归超平面𝐻̂均退化为了直线，它们的法向

量夹角|𝜃|也等于这两条直线的夹角|𝜃′|，直线𝐻̂与直线𝐻∗的夹角|𝜃′|越小，对应的待

打标样本集合越优。 

1) 𝑀 = 𝑑 + 1，且𝑑 = 1的情形 

由于分散度和代表性并不是独立的，这里采用控制变量法分析两者对于预测回

归模型的影响。 

a) 控制分散度不变，研究代表性的影响 

首先证明：样本𝐱̅𝑖的代表性越大，其预测样本点𝐱̂𝑖到最优回归超平面𝐻∗的距离往

往越小，即随机变量𝐱̂𝑖的方差越小。 

证明如下：设特征点𝐱̅𝑖的代表性大于特征点𝐱̅𝑗，那么特征点𝐱̅𝑖处的样本密度也大

于特征点𝐱̅𝑗，特征点𝐱̅𝑖周围的近邻样本数量也多于特征点𝐱̅𝑗，由于距离相近的特征点

真实标签往往也相近，因此与特征点𝐱̅𝑖真实标签相近的特征点的个数往往也多于特

征点𝐱̅𝑗，那么，特征点𝐱̅𝑖对回归模型的影响力往往也大于特征点𝐱̅𝑗。由于最优回归超

平面𝐻∗是由样本池中所有预测样本点{𝐱̂𝑛}𝑛=1
𝑁 训练得到，因此预测样本点𝐱̂𝑖往往更接

近最优回归超平面𝐻∗，即随机变量𝐱̂𝑖的方差减小，证毕。 

 

图 2-3 特征空间为一维且分散度不变时，代表性的变化对预测回归模型的影响示意图 
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如图 2-3 所示，分散度不变即代表特征点𝐱̅1和𝐱̅2的距离|𝐱̅1𝐱̅2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|不变，若𝐱̅1和𝐱̅2的

代表性增大，那么预测样本点𝐱̂1和𝐱̂2的方差减小，那么显然最优回归直线𝐻∗和预测

回归直线𝐻̂之间的夹角|𝜃′|的方差减小，即预测回归直线的精度越高。即分散度不变

时，代表性越大，待打标样本集越优。 

b) 控制代表性不变，研究分散度的影响 

 

图 2-4 特征空间为一维且代表性不变时，分散度的变化对预测回归模型的影响示意图 

如图 2-4 所示，代表性不变即代表𝐱̂1和𝐱̂2的方差不变。若分散度增大，那么特征

点𝐱̅1和𝐱̅2的距离|𝐱̅1𝐱̅2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|增加，根据平面几何知识，显然最优回归直线𝐻∗和预测回归直

线𝐻̂之间的夹角|𝜃′|的方差将变小，即预测回归直线的精度越高。即代表性不变时，

分散度越大，待打标样本集越优。 

2) 𝑀 ≠ 𝑑 + 1或𝑑 > 1的情形 

此时预测回归超平面𝐻̂和最优回归超平面𝐻∗的正法向量夹角|𝜃|不能直观表示，

可以考虑将它近似地拆分为多个简单问题的叠加。设待打标样本集为{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑀 ，

{𝐱̅𝑖, 𝐱̅𝑗}为其中任意两点，它们在最优回归超平面上对应的样本点是{𝐱𝑖
∗, 𝐱𝑗

∗}，它们的预

测样本点为{𝐱̂𝑖, 𝐱̂𝑗}，考察最优回归超平面上的直线𝐱𝑖
∗𝐱𝑗

∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  和预测样本点确定的直线𝐱̂𝑖𝐱̂𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

之间的差异，则与一维特征空间中的问题一致，能够反映局部地反映预测回归超平面
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𝐻̂和最优回归超平面𝐻∗的差异。这样的组合有𝐶𝑀
2种，于是该问题可以看作𝐶𝑀

2个一维

特征空间中的简单问题的融合。总体来看，如果对于所有的{𝐱̅𝑖, 𝐱̅𝑗}，直线𝐱̂𝑖𝐱̂𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗与直线

𝐱𝑖
∗𝐱𝑗

∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  的差异普遍更小，那么预测回归超平面𝐻̂和最优回归超平面𝐻∗的差距也会更小，

那么这些简单问题融合之后，分散度和代表性的影响也与 1 中的结论一致。即分散

度不变时，代表性越大，待打标样本集越优；代表性不变时，分散度越大，待打标样

本集越优。 

2. 信息量的作用 

分散度和代表性仅通过样本间距离或样本密度等不依赖于回归模型的方式来度

量。由 1 中的分析可得，𝑀 ≠ 𝑑 + 1或𝑑 > 1的情形中，关于分散度指标的分析存在近

似处理，这或多或少会影响指标的准确度。如果已知回归模型的类型，便能推导出针

对某一类回归模型的信息量指标来更好地度量分散度或代表性，或形成新指标更好

地指导待打标样本的选择，它往往能帮助算法针对特定回归模型更好地选择待打标

样本，这便是信息量指标的作用。后文将提出一种针对线性回归的信息量指标。 

2.4.2.2   针对基于核的非线性回归模型 

首先给出结论，只要核函数满足如下条件：任意两点在原始特征空间中的欧式距

离增加，它们在映射后的希尔伯特空间中对应的点的欧式距离也增加，那么分散度、

代表性和信息量的理论解释在基于核的非线性回归模型中依然成立，下面进行解释。 

基于核的非线性回归模型在训练之前，首先使用核函数将原始特征空间映射到

高维的希尔伯特空间ℝ𝑘 , 𝑘 > 𝑑，然后在高维的希尔伯特空间上进行线性回归。本文

以径向基核函数（Radial basis function，简称：RBF）为例进行分析，该核函数表达

式为： 

 𝑘(𝐱𝑖, 𝐱𝑗) = 𝑒−𝜆‖𝐱𝑖−𝐱𝑗‖
2
  

设𝐱𝑖和𝐱𝑗是线性空间ℝ𝑑中的任意两个点，它们的欧式距离是： 

𝑑1 = ‖𝐱𝑖 − 𝐱𝑗‖ 
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经过径向基核函数的映射之后，它们在希尔伯特空间中的欧氏距离是： 

 𝑑2 = √𝑘 ((𝐱𝑖 − 𝐱𝑗), (𝐱𝑖 − 𝐱𝑗)) = √2 − 2𝑘(𝐱𝑖 , 𝐱𝑗)  

因为𝑘(𝐱𝑖, 𝐱𝑗)和‖𝐱𝑖 − 𝐱𝑗‖负相关，所以𝑑2和𝑑1正相关。因此，如果任意两个点𝐱𝑖和𝐱𝑗

在原线性空间ℝ𝑑中距离越大，那么它们在希尔伯特空间ℝ𝑘中的距离也越大；也就是

说，如果一群点在原线性空间ℝ𝑑中越分散，那么它们在希尔伯特空间ℝ𝑘中也越分散；

也就是说，如果任意点𝐱𝑖在原线性空间ℝ𝑑中越接近离群点，那么在希尔伯特空间ℝ𝑘

中它也越接近离群点。因此在原线性空间ℝ𝑑和希尔伯特空间ℝ𝑘中分散度和代表性的

理论解释依然成立。同理，分散度和代表性指标存在近似，若能通过已知的回归模型

类型来推导出其他的方式来更好地度量分散度或代表性，或更好地指导待打标样本

的选择，那么便是加入了依赖于回归模型类型的信息量指标。 

2.5  本章小结 

详细对比了无监督主动学习回归算法和有监督主动学习回归算法，指出无监督

主动学习回归算法相对于有监督主动学习回归算法具有如下三个核心优势：无需任

何真实标签；只需与人工专家交互一次；在训练样本很少时取得更好的性能。 

为无监督主动学习回归算法建立了基于回归模型不确定性的数学模型，并提出

可以使用原特征空间或希尔伯特空间中的预测回归超平面与最优回归超平面的正法

向量夹角大小来评估预测回归模型的精度。 

将分散度、代表性和信息量三个核心指标从有监督主动学习回归算法迁移到无

监督主动学习回归算法，针对无监督主动学习回归算法重新定义了信息量指标，此时

的信息量指标依赖于已知的回归模型类型。而且还为这三个核心指标提供了理论解

释。 
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3 两种新的无监督主动学习回归算法 

本章首先提出一种在无监督主动学习回归算法中用于优化待打标样本集的交替

优化框架；随后提出两种新的无监督主动学习回归算法：“通过迭代来最大化分散度

和代表性的无监督主动学习回归算法”（ Iterative Representativeness-Diversity 

Maximization，简称 iRDM）以及“同时考虑分散度、代表性和信息量的无监督主动

学习回归算法”（Diversity, Representativeness and Informativeness，简称 IRD），算

法的推导均基于上一章（第 2.2 节）建立的数学模型和提出的预测指标。 

3.1  无监督主动学习回归算法中的交替优化框架 

从样本池的𝑁个样本中选择出𝑀个待打标样本，有C𝑁
𝑀种选择方式，这是一个组合

爆炸问题，不能通过遍历的方式求解。本文中的思路是，先任意获取𝑀个待打标样本

作为初始待打标样本集，然后通过优化的方式，逐渐优化这𝑀个待打标样本，最终获

取最优的待打标样本集。 

然后介绍如何优化这𝑀个待打标样本。这是一个𝑀目标的优化问题，且目标之间

存在耦合，因此很难同时优化。本文借鉴期望最大化算法（Expectation Maximization，

简称：EM 算法）的思想，使用一个交替优化框架来优化，每次只优化一个待打标样

本，固定其余𝑀 − 1个待打标样本，对每个样本均优化一次即完成一轮迭代，进行若

干轮迭代后，若本轮优化的结果在之前某轮优化中出现过，则判定算法收敛。这样𝑀

目标的优化问题就被拆分为若干单目标优化问题。当然不排除出现一些不收敛的状

况，因此设定最大迭代轮数𝑐max，达到时算法终止并输出当前结果。 

本文提出的无监督主动学习回归算法中优化待打标样本集的交替优化框架示意

图见图 3-1： 
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图 3-1 无监督主动学习回归算法中优化待打标样本集的交替优化框架示意图 

3.2  通过迭代来最大化分散度和代表性的算法（iRDM） 

本节将详细介绍本文提出的一种新的无监督主动学习回归算法：iRDM 算法。该

算法将度量分散度和代表性指标，并将它们加入优化目标函数中。iRDM 算法使用上

一节（第 3.1 节）提出的交替优化框架来优化待打标样本集，因此只需要介绍如何选

择初始的待打标样本集，以及如何进行单次优化即可。 
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首先介绍选择初始的𝑀个待打标样本的方式。这里可以使用随机选择，也可以使

用现有的无监督主动学习回归算法。RD 算法的性能普遍优于 GSx，而 P-ALICE 算

法的实现较为复杂且需要对样本进行加权，因此 iRDM 算法选择 RD 算法来选择初

始的待打标样本集。RD 算法中，𝑘-均值聚类算法已经将样本池划分为𝑀个簇{𝐶𝑚}𝑚=1
𝑀 ，

每个簇只含有一个待打标样本。为缩小优化范围，我们将每个待打标样本的优化范围

限制在其所属的簇内。 

3.2.1  分散度与代表性的权衡 

iRDM 算法使用了分散度和代表性两个核心指标，因此有必要先分析它们之间的

关系。分散度与代表性两个核心指标同时影响着预测回归模型的性能，但是通常无法

同时最大化分散度和代表性，这是因为：随着分散度的增加，被选择的待打标样本会

越来越接近离群点，而越接近离群点，代表性就越差；相反，如果被选择的待打标样

本的代表性最大，那么它们会接近聚类中心，这时它们之间的分散度不一定是最优

的，可能还有优化的空间。 

因此，无监督主动学习回归算法需要同时考虑分散度和代表性两个核心指标，并

权衡它们以找到一个平衡点，使得预测回归模型最接近最优回归模型。特征空间为一

维时，分散度与代表性的权衡关系如图 3-2 所示。 
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图 3-2 特征空间为一维时，分散度与代表性之间的权衡关系示意图 

图中待打标样本集{𝐱̅1, 𝐱̅2}对应的预测样本点{𝐱̂1, 𝐱̂2}距离最优回归直线𝐻∗最近，因此

{𝐱̅1, 𝐱̅2}的代表性最大，但它们距离最近，分散度最小；待打标样本集{𝐱̅1
′ , 𝐱̅2

′ }对应的

预测样本点{𝐱̂1
′ , 𝐱̂2

′ }距离最优回归直线𝐻∗最远，因此{𝐱̅1
′ , 𝐱̅2

′ }代表性最小，但它们距离

最远，分散度最大（它们更接近离群点）；待打标样本集{𝐱̅1
′′, 𝐱̅2

′′}的分散度和代表性

均适中。很明显，使用待打标样本集{𝐱̅1
′′, 𝐱̅2

′′}训练出的预测回归直线𝐻̂′′与最优回归直

线𝐻∗的夹角|𝜃′|最小，即预测回归直线𝐻̂′′最接近最优回归直线𝐻∗。 

对比现有的无监督主动学习回归算法，GSx 算法只最大化分散度没有考虑代表

性，因此更倾向于选择待打标样本集{𝐱̅1
′ , 𝐱̅2

′ }；RD 算法最大化代表性，而没有优化分

散度，因此更倾向于选择待打标样本集{𝐱̅1, 𝐱̅2}；iRDM 算法平衡了分散度和代表性并

找到了它们的平衡点，因此更倾向于选择最优的待打标样本集{𝐱̅1
′′, 𝐱̅2

′′}。 
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3.2.2  iRDM 算法中单次优化的目标函数 

首先说明需要用到的符号。不妨设当前的待打标样本集是{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑀 ，注意这里的

符号𝐱̅𝑚指的是当前的待打标样本集中的第𝑚个样本，它会随着优化的进行而发生改

变（需要区别于样本池中第𝑚个样本𝐱𝑚）。设本次优化中待优化样本为𝐱̅𝑚，其所在

的聚类簇是𝐶𝑚，𝐶𝑚中的样本数量是𝑁𝑚，𝐶𝑚中的样本为{𝐱𝑛}𝑛=1
𝑁𝑚 。 

在单次优化中，iRDM 算法需要使用目标函数对聚类簇𝐶𝑚中每个样本进行打分，

打分最高的样本𝐱𝑛
∗将被选中，替换原来的样本，成为新的待打标样本𝐱̅𝑚。优化过程

可以表示为： 

𝐱̅𝑚 = 𝐱𝑛
∗ = arg max

𝑛∈[1,𝑁𝑚]
𝑄(𝐱𝑛) 

接下来介绍目标函数𝑄(𝐱𝑛)，它由分散度度量和代表性度量融合而成。 

首先介绍分散度的度量，用符号𝐷表示。在待打标样本数量𝑀 = 2时，分散度就

是两个样本间的距离；而在待打标样本数量𝑀 > 2的情形下，待优化样本与𝑀 − 1个

固定样本各有一个欧氏距离，共有𝑀 − 1个距离，借鉴 GSx 算法[39]中贪婪距离的思

想，选择这𝑀 − 1个距离中最小的距离作为分散度的度量𝐷，即对聚类簇𝐶𝑚中的每一

个样本𝐱𝑛，计算𝐷(𝐱𝑛)： 

 
𝐷(𝐱𝑛) = min

𝑚∈[1,𝑀]
𝑚≠𝑛

‖𝐱𝑛 − 𝐱𝑚‖ , 𝑛 = 1,… ,𝑁𝑚 (3-1) 

𝐷(𝐱𝑛)越大，代表分散度越大，𝐱𝑛越值得被选择。 

然后介绍代表性的度量，用符号𝑅表示。本文使用待优化样本为𝐱̅𝑚到聚类簇𝐶𝑚

内其他点的平均距离来度量代表性𝑅，即对聚类簇𝐶𝑚中的每一个样本𝐱𝑛，计算𝑅(𝐱𝑛)： 

 𝑅(𝐱𝑛) =
1

𝑁𝑚−1
× ∑ ‖𝐱𝑛 − 𝐱𝑖‖𝐱𝑖∈𝐶𝑚

, 𝑛 = 1,… ,𝑁𝑚 (3-2) 

𝑅(𝐱𝑛)越小，代表代表性越大，𝐱𝑛越值得被选择。根据𝑘-均值聚类算法的聚类规则，

当待优化样本𝐱̅𝑚最接近聚类簇𝐶𝑚的类中心时，𝑅(𝐱̅𝑚)最小，此时代表性最大。而当

待优化样本𝐱̅𝑚接近离群点时，其距离类内很多样本都很远，因此𝑅(𝐱̅𝑚)较大，因此该

项可以限制待优化样本𝐱̅𝑚成为离群点。 
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上一节（第 3.2.1 节）提到，分散度和代表性存在权衡关系，因此目标函数中需

要同时考虑它们，这里使用加法的方式融合分散度和代表性，即对聚类簇𝐶𝑚中的每

一个样本𝐱𝑛，计算目标函数值𝑄(𝐱𝑛)： 

 𝑄(𝐱𝑛) = 𝐷(𝐱𝑛) ×
1

𝑅(𝐱𝑛)
 (3-3) 

目标函数值𝑄(𝐱𝑛)是对分散度和代表性的综合度量：分散度越大，𝐷(𝐱𝑛)越大；代表

性越大，𝑅(𝐱𝑛)越小，即
1

𝑅(𝐱𝑛)
越大。总而言之，分散度的增加或代表性的增加都会增

加𝑄(𝐱𝑛)，但由于分散度增加时代表性一般会减小，因此使用𝑄(𝐱𝑛)可以找到它们的

平衡点。 

3.2.3  iRDM 算法的流程 

本节将总结 iRDM 算法流程，并画出算法流程图。设需要从样本池中选择𝑀个待

打标样本。 

首先用 RD 算法选择初始的待打标样本集{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑀 ，即：使用𝑘 -均值聚类算法

（𝑘 = 𝑀）对样本池进行聚类，聚为𝑀个簇{𝐶𝑚}𝑚=1
𝑀 ，对每一个簇，选择距离类中心

最近的样本作为待打标样本。 

然后创建一个空的待打标样本集库𝑃，开始迭代过程。每一轮迭代进行𝑀次优化

过程，分别优化待打标样本集{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑀 每一个样本，每次优化只优化一个样本，其余

𝑀 − 1个样本固定。设当前单次优化中待优化的待打标样本为𝐱̅𝑚，它所在的簇为𝐶𝑚，

则对𝐶𝑚中的每一个样本𝐱𝑛，根据公式(3-1)计算其分散度度量𝐷(𝐱𝑛)；并根据公式(3-2)

计算其代表性度量𝑅(𝐱𝑛)；最后通过公式(3-3)计算其目标函数值𝑄(𝐱𝑛)，并选择簇𝐶𝑚

中目标函数值最大的样本𝐱𝑛
∗，替换原来的样本作为待打标样本𝐱̅𝑚。 

本轮优化完成后，判断当前待打标样本集{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑀 是否已经存在于待打标样本集

库𝑃中，若已经存在则输出当前待打标样本集，算法结束；若不存在则判断是否达到

最大迭代轮数，如果达到则输出当前待打标样本集，算法结束，否则将当前的待打标

样本集{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑀 作为一个新元素加入待打标样本集库𝑃中，开始下一轮迭代。 

iRDM 算法的流程图如图 3-3 所示： 
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图 3-3 iRDM 算法流程图 

3.3  同时考虑分散度、代表性和信息量的算法（IRD） 

本节将详细介绍本文提出的另一种新的无监督主动学习回归算法：IRD 算法。该

算法将度量分散度-信息量联合指标和代表性指标，并将它们加入优化目标函数中。
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IRD 算法同样使用上一节（第 3.1 节）提出的交替优化框架来优化待打标样本集的

选择，因此只需要介绍如何选择初始的待打标样本集，以及如何进行单次优化即可。 

根据待打标样本数𝑀和特征维数𝑑的关系，IRD 算法分为𝑀 ≤ 𝑑 + 1和𝑀 > 𝑑 + 1

两种情形。 

3.3.1  𝑀 ≤ 𝑑 + 1时的情形 

3.3.1.1   𝑀 ≤ 𝑑 + 1时待打标样本位置对预测回归模型的影响 

当𝑀 < 𝑑 + 1时，先使用降维算法将特征空间降维到𝑑′ = 𝑀 − 1维度，便等同于

𝑀 = 𝑑 + 1的情形，因此只分析𝑀 = 𝑑 + 1的情形。 

设待打标样本集为{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑀 ，在𝑀 = 𝑑 + 1时，𝑑 + 1个待打标样本{𝐱̅𝑚}𝑚=1

𝑑+1 在样

本空间ℝ𝑑+1中对应的预测样本点{𝐱̂𝑚}𝑚=1
𝑑+1 刚好可以确定样本空间ℝ𝑑+1中的一个𝑑维

的回归超平面，此时可以通过几何学的知识进行理论分析。不妨设本次优化中

{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑀−1固定，𝐱̅𝑀为待优化样本。 

1. 特征空间为二维时的情形 

 

图 3-4 二维特征空间中，待优化样本𝐱̅3的代表性不变时，其位置对预测回归平面𝐻̂的影响 
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如图 3-4 所示，当特征空间为二维ℝ2时，样本空间为三维ℝ3，此时待打标样本

集中只有三个样本{𝐱̅1, 𝐱̅2, 𝐱̅3}，不妨设𝐱̅1和𝐱̅2固定，𝐱̅3待优化。绿色平面𝐻∗表示最优

回归平面（即使用样本池中所有样本训练出的平面，该平面存在但未知），蓝色平面

𝐻̂表示优化前的预测回归平面，黄色平面𝐻̂′表示优化后的预测回归平面。连接𝐱̅1和𝐱̅2

即获得一条直线，我们用其方向向量𝐱̅1𝐱̅2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗来表示，𝐱̅1和𝐱̅2在最优回归超平面𝐻∗上对

应的最优预测样本点是𝐱1
∗和𝐱2

∗，连接它们也可以获得一条直线𝐱1
∗𝐱2

∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，𝐱̅1和𝐱̅2在预测回

归超平面𝐻̂上对应的预测样本点是𝐱̂1和𝐱̂2，连接它们也可以获得一条直线𝐱̂1𝐱̂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗。在特

征空间ℝ2中，过𝐱̅3作垂线垂直于直线𝐱̅1𝐱̅2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗于点𝐴，设𝐱̅𝟑

′ 在直线𝐱̅3𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗的反向延长线上，

𝐱̅3与𝐱̅𝟑
′ 在最优回归平面𝐻∗上对应的最优预测样本点分别是点𝐺和𝐺′，其预测标签分别

是𝐱̂3与𝐱̂𝟑
′ ，待打标样本集{𝐱̅1, 𝐱̅2, 𝐱̅3

′ }对应的预测回归平面是𝐻̂′。下面给出一个关键定

理并证明之： 

定理：若|𝐱̂3𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| = |𝐱̂3
′ 𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|，且直线𝐱1

∗𝐱2
∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗与直线𝐱̂1𝐱̂2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗重合，那么𝐻̂′的正法向量与𝐻∗

的正法向量的夹角大小|𝜃′|小于𝐻̂的正法向量与𝐻∗的正法向量的夹角大小|𝜃|。接下来

证明之： 

要满足条件“|𝐱̂3𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| = |𝐱̂3
′ 𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|”需要假设“𝐱3与𝐱𝟑

′ 的代表性一致”。第 2.4.2 节提

到，代表性的作用是让待优化样本不要接近离群点，因此可以先令𝐱3与𝐱𝟑
′ 的代表性

一致，在确定优化目标函数后，再将代表性的度量作为正则项加入即可。令𝐱3与𝐱𝟑
′ 的

代表性一致，那么根据第 2.4.2 节中关于无监督主动学习中代表性的理论解释，此时

线段|𝐱̂3𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|与|𝐱̂3
′ 𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|长度相同。 

要满足条件“直线𝐱1
∗𝐱2

∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗与直线𝐱̂1𝐱̂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗重合”需要假设“固定变量𝐱̅1和𝐱̅2已经达到最

优”。若将候选样本中的𝑀个待打标样本看作𝑀个待优化的变量，则𝐱̅1和𝐱̅2是固定的

变量，𝐱̅3是待优化的变量。这里借鉴期望最大化算法（EM 算法）的假设，即固定变

量𝐱̅1和𝐱̅2已经达到最优（或者接近最优，差距可以忽略不计）。与期望最大化算法一

样，在最初的迭代中该条件可能很难满足，但随着迭代过程的进行，会逐渐满足该条
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件，因此这个假设是合理的。若𝐱̅1和𝐱̅2优化地越好，则直线𝐱̂1𝐱̂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗越接近最优回归超平

面𝐻∗，若已经优化到足够好，则可以认为𝐱̂1𝐱̂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗就在最优回归超平面𝐻∗上，即直线𝐱1

∗𝐱2
∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

与直线𝐱̂1𝐱̂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗重合。 

于是定理有了另一种表述：若𝐱̅3和𝐱̅𝟑
′ 的代表性一样，且𝐱̅1和𝐱̅2已经优化到足够

好，那么𝐱̅𝟑
′ 相对于𝐱̅3是更优的选择。该定理将用于度量 IRD 算法中的分散度和信息

量。 

以上的两个假设分别令定理的两个条件成立，接下来为了证明定理，需要证明如

下三引理： 

引理一：过𝐱̂3与𝐱̂𝟑
′ 分别作垂线垂直于最优回归平面𝐻∗于点𝐹和𝐹′，那么线段|𝐱̂3𝐹⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

与线段|𝐱̂3
′ 𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|长度相同。 

证明：显然直线𝐱̂3𝐹⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗平行于直线𝐱̂3
′ 𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，三角形∆𝐱̂3𝐺𝐹与∆𝐱̂3

′ 𝐺′𝐹′均为直角三角形，

又因为线段|𝐱̂3𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|与|𝐱̂3
′ 𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|长度相同，直线𝐱̂3𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗与𝐱̂3

′ 𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗的方向相同（平行于标签轴𝑦），

于是三角形∆𝐱̂3𝐺𝐹与∆𝐱̂3
′ 𝐺′𝐹′全等，即线段|𝐱̂3𝐹⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|与线段|𝐱̂3

′ 𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|长度相同，证毕。 

引理二：过𝐹和𝐹′分别作垂线垂直于直线𝐱̂1𝐱̂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗于𝐷和𝐸，那么线段|𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗|的长度小于

线段|𝐸𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|的长度。 

证明：首先三角形𝐷𝐶𝐹和三角形𝐸𝐶𝐹′都是直角三角形，又因为𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗//𝐸𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，所以

∠𝐷𝐹𝐶 = ∠𝐸𝐹′𝐶，所以三角形𝐷𝐶𝐹相似于三角形𝐸𝐶𝐹′；又因为|𝐱̅3𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| < |𝐱̅𝟑
′ 𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|，所以

|𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗| < |𝐶𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|，所以|𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗| < |𝐸𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|，证毕。 

引理三：优化前的预测回归平面𝐻̂与最优回归平面𝐻∗的正法向量的夹角大小|𝜃|

等于直线𝐷𝒙̂3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 和直线𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗的夹角大小|𝛽|；优化后的预测回归平面𝐻̂′与最优回归平面𝐻∗

的正法向量的夹角大小|𝜃′|等于直线𝐸𝒙̂3
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗和直线𝐸𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗的夹角|𝛽′|。 
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证明：因为直线𝐱̂3𝐹⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⊥ 𝐻∗，所以𝐱̂3𝐹⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⊥ 𝐱̂1𝐱̂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，又因为𝐱̂1𝐱̂2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐷𝐱̂3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，所以𝐱̂1𝐱̂2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥

平面𝐷𝐱̂3𝐹，所以𝐱̂1𝐱̂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗；因为直线𝐱̂3

′ 𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⊥ 𝐻∗，所以𝐱̂3
′ 𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⊥ 𝐱̂1𝐱̂2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，又因为𝐱̂1𝐱̂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐸𝐱̂3

′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，

所以𝐱̂1𝐱̂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥ 平面𝐷𝐱̂3

′ 𝐹′，所以𝐱̂1𝐱̂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐸𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗；因为𝐱̂1𝐱̂2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐷𝐱̂3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，𝐱̂1𝐱̂2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗，所以|𝜃|等

于直线𝐷𝒙̂3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 和直线𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗的夹角|𝛽|；因为𝐱̂1𝐱̂2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐸𝐱̂3
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，𝐱̂1𝐱̂2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐸𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，所以|𝜃′|等于直线𝐸𝒙̂3
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

和直线𝐸𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗的夹角|𝛽′|。 

由引理一和引理二，tan|𝛽′| = |𝒙̂3
′ 𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| /|𝐸𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| < tan|𝛽| = |𝒙̂3𝐹|/|𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗|，即|𝛽′| < |𝛽|，

又由引理三，|𝜃′| < |𝜃|，定理证毕。 

有了该定理可知，在𝐱̅3代表性不变的情况下，|𝜃|与|𝐱̅3𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|呈负相关关系，即： 

|𝜃| ∝
1

|𝐱̅3𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
 

2. 特征空间为高维时的情形 

此时单次优化中，不妨设前𝑑 = 𝑀 − 1个样本{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑑 固定，第𝑑 + 1个样本𝐱𝑑+1

待优化。 

此时最优回归模型𝐻∗、优化前的预测回归平面𝐻̂和优化后的预测回归平面𝐻̂′均

对应的是样本空间ℝ𝑑+1中的𝑑维超平面。直线𝐱̅1𝐱̅2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗进化为特征空间ℝ𝑑中的𝑑 − 1维的

线性流形𝐹̅，该流形正好可以由𝑑个无共线性特征点{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑑 唯一确定（备注：二维空

间中共线性即指：三个点在同一条一维直线上，𝑀维空间中的共线性指：所有样本都

在同一个𝑀 − 1维或更低维度的线性流形上。这里假设固定的𝑀 − 1个特征点无共线

性，即使出现了共线性，则会出现若干满足条件的“线性流形簇”，此时任选其中一

个线性流形即可，不影响推导和结论）。直线𝐱̂1𝐱̂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗进化为样本空间ℝ𝑑+1中的𝑑 − 1维

的线性流形𝐹̂，该流形正好可以由𝑑个固定的预测样本点{𝐱̂𝑚}𝑚=1
𝑀−1唯一确定。 
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在特征空间ℝ𝑑中，过待优化的特征点𝐱̅𝑑+1作垂线垂直于𝑑个固定特征点{𝐱𝑚}𝑚=1
𝑑

唯一确定的𝑑 − 1维的线性流形𝐹̅于点𝐴，在线段A𝐱̅𝑑+1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  的延长线上找点𝐱̅𝑑+1

′ 。这与特

征空间为二维时类似。 

推导过程与二维空间类似，受篇幅限制，这里不再详述，最终结论与特征空间为

二维时一致：在𝐱̅𝑑+1代表性不变的情况下，优化前的预测回归平面𝐻̂与最优回归平面

𝐻∗的正法向量的夹角大小|𝜃|大于优化后的预测回归平面𝐻̂′于最优回归平面𝐻∗的正

法向量的夹角大小|𝜃′|，即𝐱̅𝑑+1
′ 相对于𝐱̅𝑑+1是更优的选择。即在𝐱̅𝑑+1代表性不变的情

况下，|𝜃|与待优化样本𝐱̅𝑑+1到𝑑个固定的特征点确定的流形𝐹̅的距离𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐱̅𝑑+1, 𝐹̅)呈

负相关关系，即： 

|𝜃| ∝
1

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐱̅𝑑+1, 𝐹̅)
 

3.3.1.2   𝑀 ≤ 𝑑 + 1时，IRD 算法单次优化的目标函数 

首先说明需要用到的符号。不妨设当前的待打标样本集是{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑀 ，注意这里的

符号𝐱̅𝑚指的是当前的待打标样本集中的第𝑚个样本，它会随着优化的进行而发生改

变（需要区别于样本池中第𝑚个样本𝐱𝑚）。设本次优化中待优化样本为𝐱̅𝑚，其所在

的聚类簇是𝐶𝑚，𝐶𝑚中的样本数量是𝑁𝑚，𝐶𝑚中的样本为{𝐱𝑛}𝑛=1
𝑁𝑚 。 

在单次优化中，iRDM 算法需要使用目标函数对聚类簇𝐶𝑚中每个样本进行打分，

打分最高的样本𝐱𝑛
∗将被选中，替换原来的样本，成为新的待打标样本𝐱̅𝑚。优化过程

可以表示为： 

𝐱̅𝑚 = 𝐱𝑛
∗ = arg max

𝑛∈[1,𝑁𝑚]
𝑄(𝐱𝑛) 

接下来介绍目标函数𝑄(𝐱𝑛)，它融合了分散度与信息量度量以及代表性度量。 

1. 分散度-信息量联合度量 

首先介绍分散度-信息量联合度量，用符号𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐱̅𝑚 , 𝐹̅)表示。设固定的𝑀 − 1个样

本在特征空间ℝ𝑑中确定的𝑑 − 1维线性流形是𝐹̅，根据第 3.3.1 节，分散度和信息量

的度量𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐱̅𝑚 , 𝐹̅)即为待优化待打标样本𝐱̅𝑚到线性流形𝐹̅的距离。 
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为了计算𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐱̅𝑚 , 𝐹̅)，首先需要确定在特征空间ℝ𝑑中线性流形𝐹̅的方程（由于特

征空间ℝ𝑑的维度只比线性流形𝐹̅的维度高一维，因此线性流形𝐹̅也是特征空间ℝ𝑑中的

超平面，其正法向量方向唯一，用一个方程即可表示它），即确定方向系数𝐰和偏置

项𝑏，满足： 

𝐱𝑇𝐰 + 𝑏 = 0 

已知𝑀 − 1个固定特征点均在线性流形𝐹̅上，将这些特征点的坐标代入方程： 

 

[
 
 
 

𝐱1
𝑇 1

𝐱2
𝑇 1

… …
𝐱𝑀−1

𝑇 1]
 
 
 
[
𝐰
𝑏
] = 𝟎 (3-4) 

固定的样本有𝑀 − 1个，由于𝑀 = 𝑑 + 1，因此正好有𝑑个方程，根据之前的假设，这

固定的𝑀 − 1个特征向量线性无关，因此方程(3-4)只存在一个基础解系： 

[
𝐰
𝑏
] = 𝑘 [

𝐰̃
𝑏̃
] , 𝑘 ≠ 0 

那么线性流形𝐹̅的方程为： 

𝐱𝑇𝐰̃ + 𝑏̃ = 0 

对聚类簇𝐶𝑚中的每一个样本𝐱𝑛，计算其到线性流形𝐹̅的距离： 

 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐱𝑛 , 𝐹̅) =
𝐱𝑛
𝑇𝐰̃+𝑏̃

‖𝐰̃‖
, 𝑛 = 1,… , 𝑁𝑚 (3-5) 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐱𝑛 , 𝐹̅)越大，代表分散度和信息量越大，𝐱𝑛越值得被选择。 

2. 代表性度量 

然后介绍代表性的度量，用符号𝑅表示。这里与 iRDM 算法的代表性度量一致，

使用待优化样本为𝐱̅𝑚到聚类簇𝐶𝑚内其他点的平均距离来度量代表性𝑅，即对聚类簇

𝐶𝑚中的每一个样本𝐱𝑛，计算𝑅(𝐱𝑛)： 

 𝑅(𝐱𝑛) =
1

𝑁𝑚−1
× ∑ ‖𝐱𝑛 − 𝐱𝑖‖𝐱𝑖∈𝐶𝑚  (3-6) 

𝑅(𝐱𝑛)越小，代表代表性越大，𝐱𝑛越值得被选择。根据𝑘-均值聚类算法的聚类规则，

当𝐱𝑛最接近聚类簇𝐶𝑚的类中心时，𝑅(𝐱𝑛)最小，此时代表性最大。而当𝐱𝑛接近离群点

时，其距离类内很多样本都很远，因此𝑅(𝐱𝑛)较大，因此该项可以限制待优化样本𝐱̅𝑚

选择到接近离群点的样本𝐱𝑛。 



 

 31 

华 中 科 技 大 学 硕 士 学 位 论 文  

 

代表性的作用是限制待优化样本接近离群点，因此作为正则项加入优化目标函

数即可，这里使用乘法的方式加入。优化目标函数确定了，即对聚类簇𝐶𝑚中的每一

个样本𝐱𝑛，计算目标函数值𝑄(𝐱𝑛)： 

 𝑄(𝐱𝑛) = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐱𝑛 , 𝐹̅) ×
1

𝑅(𝐱𝑛)
 (3-7) 

3.3.1.3   𝑀 ≤ 𝑑 + 1时，IRD 的算法流程 

IRD 算法与 iRDM 算法使用相同的优化框架。 

如果𝑀 < 𝑑 + 1，则使用主成分分析算法将特征空间降维到𝑀 − 1维，然后执行

后面的操作。 

首先用 RD 算法选择初始的待打标样本集{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑀 ，即：使用𝑘 -均值聚类算法

（𝑘 = 𝑀）对样本池进行聚类，聚为𝑀个簇{𝐶𝑚}𝑚=1
𝑀 ，对每一个簇，选择距离类中心

最近的样本作为待打标样本。 

然后创建一个空的待打标样本集库𝑃，开始迭代过程。每一轮迭代进行𝑀次优化

过程，分别优化待打标样本集{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑀 每一个样本，每次优化只优化一个样本，其余

𝑀 − 1个样本固定。设当前单次优化中优化待打标样本𝐱̅𝑚，它所在的簇为𝐶𝑚，其余

的𝑀 − 1个样本固定，根据公式(3-5)计算这𝑀 − 1个样本固定在特征空间中确定的线

性流形𝐹̅的方程。对𝐶𝑚中的每一个样本𝐱𝑛，根据公式(3-5)计算𝐱𝑛到线性流形𝐹̅的距离

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐱𝑛 , 𝐹̅)（分散度-信息量联合度量）；并根据公式(3-6)计算其代表性度量𝑅(𝐱𝑛)；

最后通过公式(3-7)计算其目标函数值𝑄(𝐱𝑛)，并选择簇𝐶𝑚中目标函数值最大的样本

𝐱𝑛
∗，替换原来的样本作为待打标样本𝐱̅𝑚。 

当本轮优化完成后，判断当前的待打标样本集{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑀 是否已经存在于待打标样

本集库𝑃中，若已经存在则输出当前待打标样本集，算法结束；若不存在则判断是否

达到最大迭代轮数，如果达到则输出当前待打标样本集，算法结束，否则将当前的待

打标样本集{𝐱̅𝑚}𝑚=1
𝑀 作为一个新元素加入待打标样本集库𝑃中，进行下一轮迭代。 

𝑀 ≤ 𝑑 + 1时，IRD 算法流程图如图 3-5 所示： 
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图 3-5 𝑀 ≤ 𝑑 + 1时，IRD 算法流程图 
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3.3.2  𝑀 > 𝑑 + 1时的情形 

3.3.2.1   𝑀 > 𝑑 + 1时 IRD 算法的分段采样方案 

这种情形下，IRD 先使用𝑀 = 𝑑 + 1时的方法选择𝑑 + 1个待打标样本，然后再通

过其他无监督主动学习算法选择剩下的𝑀 − 𝑑 − 1个样本。这样做的合理性在于，使

用𝑀 = 𝑑 + 1时的方法选择𝑑 + 1个待打标样本已经具有良好的性能，后续的样本是

对性能的进一步提升。本文使用 iRDM 方法（在第 3.2 节中介绍）来选择剩下的𝑀 −

𝑑 − 1个待打标样本，这个过程同时考虑分散度和代表性，具体过程如下： 

使用第 3.1 节提出的交替优化框架来选择剩下的𝑀 − 𝑑 − 1个待打标样本。首先

对样本池中的非待打标样本进行𝑘-均值聚类（𝑘 = 𝑀 − 𝑑 − 1）生成𝑀 − 𝑑 − 1个簇，

对每个簇，选择距离该簇中心最近的样本作为初始的待打标样本集{𝐱̅𝑚}𝑚=𝑑+2
𝑀 ，然后

迭代地优化之。在单次优化中，有𝑀 − 1个待打标样本固定（已经选好的𝑑 + 1样本和

待优化集合中的𝑀 − 𝑑 − 2个样本），1 个待打标样本𝐱̅𝑚待优化，设它所在的簇为𝐶𝑚。

使用公式(3-1)计算待优化样本的分散度度量𝐷，使用公式(3-2)计算待优化样本的代表

性度量𝑅，使用公式(3-3)对𝐶𝑚中所有样本计算目标函数值𝑄，选择最大的替换𝐱̅𝑚成为

新的待打标样本。 

3.3.2.2   𝑀 > 𝑑 + 1时 IRD 的算法流程 

𝑀 > 𝑑 + 1时，IRD 算法流程图如图 3-6 所示。 
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图 3-6 𝑀 > 𝑑 + 1时，IRD 算法流程图 

3.3.3  iRDM 算法与 IRD 算法的比较 

iRDM 算法和 IRD 算法使用了相同的交替优化框架，区别在于单次优化时使用

的目标函数不同。 

iRDM 算法的目标函数中分散度的度量𝐷的计算类似于 GSx 中的贪婪距离，只

考虑了分散度一个核心指标；而 IRD 算法中的𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐱𝑛 , 𝐹̅)项的计算使用的是点到线

性流形的距离，拥有基于线性回归模型的理论推导，因此同时融合了分散度和信息量

两个核心指标。 
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iRDM 算法和 IRD 算法的𝑅项相同，均是对代表性指标的度量。 

当待打标样本数量𝑀和特征维度𝑑满足𝑀 = 𝑑 + 1时，iRDM 在一维特征空间中有

理论解释，但是在特征空间为高维时使用的是启发式算法。而 IRD 算法在一维特征

空间中与 iRDM 算法一致，在二维和高维特征空间中依然拥有理论解释。 

当待打标样本数量𝑀和特征维度𝑑满足𝑀 > 𝑑 + 1时，iRDM 算法为启发式算法，

IRD 算法需要使用 iRDM 算法来选择剩下的𝑀 − 𝑑 − 1个样本。 

iRDM 算法和 IRD 算法是无监督主动学习回归算法，均可以同时适用于线性回

归和基于核的非线性回归。IRD 算法选择𝑑 + 1个待打标样本时的理论推导虽是基于

线性回归的，但𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐱𝑛 , 𝐹̅)项与分散度也往往是正相关关系，因此也可以适用于基于

核的非线性回归，但效果不一定优于 iRDM（这一点将在后文实验中验证）。 

在特征空间为二维时，图 3-7 和图 3-8 分别直观地展示了 iRDM 算法和 IRD 算

法的一轮迭代过程（包含 3 个单次优化过程）。 

 

图 3-7 特征空间维数𝑑 = 2，待打标样本数𝑀 = 3时，iRDM 算法单轮优化过程示意图 

 

图 3-8 特征空间维数𝑑 = 2，待打标样本数𝑀 = 3时，IRD 算法单轮优化过程示意图 



 

 36 

华 中 科 技 大 学 硕 士 学 位 论 文  

 

3.4  本章小结 

提出一种交替优化框架，用于在无监督主动学习回归中优化待打标样本集，可以

将多目标优化问题拆分为若干单目标优化问题迭代进行。 

提出一种新的无监督主动学习回归算法：通过迭代来最大化分散度和代表性的

算法（Iterative Representativeness-Diversity Maximization，简称 iRDM），该算法使用

提出的交替优化框架，度量了分散度与代表性指标，并将它们融合到了单次优化的目

标函数中。 

提出另一种新的无监督主动学习回归算法：同时考虑分散度、代表性和信息量的

算法（Diversity, Representativeness and Informativeness，简称 IRD），它与 iRDM 算

法的区别是，加入针对线性回归模型的信息量指标。 

对比了 iRDM 算法与 IRD 算法，并给出了优化过程的示意图。 
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4 实验和结果 

本章介绍实验部分。该部分实现了第 1.2 章中介绍的八种已有的主动学习回归

算法，与第 3 章中提出的两种新的无监督主动学习回归算法（iRDM 和 IRD），在 12

个涵盖多个实际应用领域的公开回归数据集上，使用线性回归模型和基于核的非线

性回归模型进行了多次实验，验证了本文提出的两种算法的有效性和稳定性，以及

IRD 算法在线性回归中相对于 iRDM 算法的优越性；同时验证了无监督主动学习回

归中分散度、代表性和信息量的作用。 

本文的实验是基于 MATLAB2019 软件平台来实现的。 

4.1  回归数据集及其预处理 

4.1.1  回归数据集 

本课题使用 12个真实的回归数据集来进行实验，这些数据集涵盖很多应用领域。

其中，9 个数据集来自 UCI 机器学习数据库（UCI Machine Learning，网址：

http://archive.ics.uci.edu/ml/index.php），2 个数据集来自 CMU StatLib Datasets Archive

（网址：http://lib.stat.cmu.edu/datasets/），这些数据集在之前的研究[20][22][23][38][39]中曾

用到。我们还使用了一个公开的情感计算数据集：德国视听即兴演讲数据库：The Vera 

am Mittag（德语，简称 VAM。英语是：Vera at Noon）[4]，该数据集曾在多个研究中

被用到[17][41][42][43][44][48]。它包含 947 条语音样本，来自于 47 位演讲者。数据集已经

进行了声音信号的特征提取，从中提取了 46 个声学特征[43][44]，其中 9 个特征是关于

音调的，5 个特征是关于持续时间的，6 个特征是是关于能量的，还有 26 个特征是

梅尔倒频谱参数特征（Mel-Frequency Cepstral Coefficients，简称：MFCC）。其情感

标签分为三个维度：效价，唤醒度和优势度，本文只使用唤醒度作为标签。 

关于数据集的详细信息见表 4-1。 
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表 4-1 实验中使用的 12 个回归数据集的详细信息 

 

4.1.2  数据预处理 

首先划分训练集和测试集。对每个数据集，均随机抽取 50%的样本作为训练集

（样本池），将另外 50%的样本当作测试集。本实验不划分验证集，其一是因为训练

集是不带任何标签的样本池，因此无法划分验证集；其二是因为本文的实验中没有进

行超参数调节，因此也不需要验证集。然后按如下步骤进行数据预处理： 

1. 类别特征转化为数值特征。 

实验用到的 12 个数据集中，autoMPG 和 CPS 含有类别特征，类别特征的各个

类别取值是没有大小顺序的。本实验使用独热编码将类别特征转化为数值特征，独热

编码是一种简单且应用广泛的特征预处理方法。例如 autoMPG 数据集含有一个类别

特征“来源”，其三个分类取值为：“美国”、“日本”和“德国”，我们将“美国”

编码为：[1, 0, 0]，将“日本”编码为：[0, 1, 0]，将“德国”编码为：[0, 0, 1]，于是

便使用了三个数值特征来替代这一个类别特征。 

2. 特征归一化。 

同一数据集的不同特征的量纲不同，因此数值差异可能较大，但数值小的特征往

往可能对结果有很大的影响，因此应该使用特征归一化，去除各特征的量纲对结果的

影响。 

数据集 来源 样本数
原始

特征数

数值类型

特征数

类别类型

特征数

独热编码后的

特征数

降维后的

特征数

Concrete-CS UCI 103 7 7 0 7 7

Yacht UCI 308 6 6 0 6 6

autoMPG UCI 392 7 6 1 9 7

NO2 StatLib 500 7 7 0 7 7

Housing UCI 506 13 13 0 13 13

CPS StatLib 534 10 7 3 19 10

EE-Cooling UCI 768 7 7 0 7 7

VAM-Arousal ICME 947 46 46 0 46 10

Concrete UCI 1030 8 8 0 8 8

Airfoil UCI 1503 5 5 0 5 5

Wine-red UCI 1599 11 11 0 11 11

Wine-white UCI 4898 11 11 0 11 11
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对每个数据集的训练集，我们将各个特征的分布归一化为均值为 0，标准差为 1

的分布，具体操作过程为：求取每个特征的均值𝜇train和标准差𝜎train，对训练集中的

每个样本在该特征上的取值𝑥train减去该特征的均值𝜇train再除以标准差𝜎train，得到归

一化后的特征取值𝑥train
′ ，用公式表示为： 

𝑥train
′ =

𝑥train − 𝜇train

𝜎train
 

使用的函数是 MATLAB2019 的 zscore 函数。 

对每个数据集的测试集，由于在实际应用中我们并不知道测试集的分布，因此不

能够使用测试集的均值和标准差来对测试集进行归一化，本文中我们使用训练集的

均值和标准差作为测试集均值和标准差的估计值，用于归一化测试集，具体操作过程

为：对测试集中的每个样本在该特征上的取值𝑥test减去训练集的均值𝜇train再除以训

练集的标准差𝜎train，得到归一化后的特征取值𝑥test
′ ，用公式表示为： 

𝑥test
′ =

𝑥test − 𝜇train

𝜎train
 

3. 特征降维。 

对于维度较高的数据集，往往需要更多训练样本才能训练出可靠的回归模型，然

而需要用到主动学习的回归问题往往因为打标难度大而只能使用较少的训练样本，

难以适应高维数据集，因此实验中使用主成分分析算法[45]对高维数据集进行降维，

具体的做法如下： 

1）对 VAM-Arousal 数据集，使用主成分分析将其从 46 维降低到 10 维。 

2）对 CPS 和 autoMPG 这两个含有类别特征的数据集，由于在进行独热编码之

后，其特征维度提升，我们也使用主成分分析将其降维到其原始的特征维度数，例如

CPS 数据集原始特征维度数是 10，进行独热编码之后的特征维度是 19，我们使用主

成分分析将其从 19 维降低到 10 维。 

对上述三个数据集的训练集可以直接使用主成分分析算法降维，但对于它们的

测试集，由于其分布未知，不能直接使用主成分分析算法。本实验使用训练集的投影

系数矩阵来对测试集进行降维，从而确保没有数据泄露。 
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4.2  对比的算法 

4.2.1  基线：随机采样 

即随机从样本池中选择指定数量的样本来打标。任何主动学习回归算法的效果

都不应该低于基线，如果低于基线则算法对该数据集无效。但是在某些特殊情况下，

主动学习回归算法的性能可能会差于随机采样，因此研究主动学习时一定要和随机

采样这个基线进行对比，效果差于随机采样的主动学习回归算法的性能排名是无效

的。 

4.2.2  有监督主动学习回归算法： 

基于委员会分歧的有监督主动学习回归算法（QBC）：随机重采样形成 4 组副

本。同时适用于线性回归和非线性回归。 

基于模型变化的期望最大化的有监督主动学习回归算法（EMCM）：随机重采样

形成 4 组副本。仅适用于线性回归。 

基于残差的主动学习回归方法（RSAL）:无超参数。仅适用于基于核函数的非线

性回归。 

将 RD 算法与 EMCM 算法结合的主动学习回归算法（RD-EMCM）：随机重采

样形成 4 组副本。仅适用于线性回归。 

改进的基于贪婪采样的有监督主动学习回归（iGS）：无超参数。仅适用于线性

回归。 

4.2.3  无监督主动学习回归算法： 

基于泛化误差条件期望的重要性加权最小二乘的无监督主动学习回归算法（P-

ALICE）：参数𝜆的寻优范围是：{0, .1, .2, .3, .4, .41, .42, . . . , .59, .6, .7, .8, .9, 1}。仅适用

于线性回归。 

基于贪婪采样的无监督主动学习回归算法（GSx）：无超参数。同时适用于线性

回归和非线性回归。 
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同时考虑待打标样本的分散度和代表性的无监督主动学习回归算法（RD）：无

超参数。同时适用于线性回归和非线性回归。 

通过迭代来最大化分散度和代表性的无监督主动学习回归算法（iRDM）：最大

迭代轮数𝑐𝑚𝑎𝑥 = 5。同时适用于线性回归和非线性回归。 

同时考虑分散度、代表性和信息量的无监督主动学习回归算法（IRD）：最大迭

代轮数𝑐𝑚𝑎𝑥 = 5。同时适用于线性回归和非线性回归。 

4.3  使用的回归模型 

将主动学习回归算法用于不同的回归模型中时，其性能可能会不同，部分主动学

习回归算法仅适用于某种类型的回归模型（例如 P-ALICE 算法只适用于线性回归模

型）。目前大多数已有文献只考虑了线性回归模型，本文不仅考虑了线性回归模型，

还会考虑基于核函数的非线性回归模型。 

实验中使用的线性回归模型为岭回归（Ridge Regression，简称 Ridge）[49][50][51]。

岭回归是应用十分广泛的线性回归模型，它在最小二乘回归的基础上加上 L2 正则化

项来减小模型方差，非常适合主动学习回归中训练样本很少的情况。本实验中岭回归

使用三个不同的 L2 正则化系数𝑟 = [0.01, 0.1, 1]。代码实现时所使用的函数是

MATLAB2019 的库函数“ridge”。 

实验中使用的非线性回归模型是基于径向基核函数（Radial basis function，简称：

RBF）的支持向量机回归（RBF Support Vector Machine，简称：RBF SVR）[52]。使用

三种框约束系数（Box constraint）𝐶 = [500,50, 5]（该系数等效于 RBF SVR 中的正

则化系数的倒数，𝐶越小对应的正则化系数越大），使用的 RBF 核参数是𝜆 = 0.01

（RBF 核公式：𝑘(𝐱𝑖, 𝐱𝑗) = 𝑒−𝜆‖𝐱𝑖−𝐱𝑗‖
2

），不敏感带的宽度的一半𝜀 = 0.1 × std(𝐲train)，

𝐲train表示训练集的真实标签组成的向量，std(𝐲train)表示其标准差。代码实现时所使

用的函数是 MATLAB2019 的库函数“fitrsvm”。 
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4.4  主动学习回归算法性能的评价方式及评价指标 

4.4.1  评价方式 

评价主动学习回归算法性能的常用方法有两种： 

第一种：比较不同的主动学习回归算法在采集相同数量的待打标样本时（即训练

回归模型的训练集的大小相同时），打标后训练出的回归模型的性能好坏。训练出的

回归模型越好，则代表在当前数量待打标样本的条件下，该主动学习回归算法的性能

越好。 

第二种：比较在训练出相同性能的回归模型的情况下，使用不同主动学习回归算

法采样所需要的样本数量。所需要的样本数量越少，则该主动学习回归算法性能越

好。 

本文采用第一种方法，因为第一种方法中“相同数量的待打标样本”控制起来很

容易，而第二种方法中“相同性能的回归模型”控制起来较为困难，其一是因为实际

中往往只能通过调整待打标样本数目实现“性能相近”，而很难实现“性能相同”，

其二是因为回归模型的评价指标也会影响其性能评价。 

4.4.2  评价指标 

实验中使用的回归模型的评价指标是均方误差（Root Mean Squared Error，简称

RMSE）和相关系数（Correlation Coefficient，简称 CC）。本章将依据 100 次重复实

验的结果，通过均方误差和相关系数的“均值”对各主动学习回归算法的性能进行排

序，通过均方误差和相关系数的“标准差”对各主动学习回归算法的稳定性进行排序，

并进行统计测试，得出更具有说服力的结论。 

4.5  实验结果 

本实验实现的十种采样方法中（九种主动学习回归算法加上基线随机采样（RS）），

适用于 Ridge 的有：RS、QBC、EMCM、iGS、RD-EMCM、P-ALICE、GSx、RD、

iRDM 和 IRD 九种算法；适用于 RBF SVR 的有 RS、QBC、RSAL、GSx、RD、iRDM

和 IRD 七种算法。 
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4.5.1  各主动学习回归算法在使用不同数量的训练样本（不同𝑀）时的性能对比 

各算法在 12 个数据集上，在使用不同数量的训练样本（不同𝑀）时，在 100 次

实验中的平均 RMSE 和平均 CC 如图 4-1（Ridge）和图 4-2（RBF SVR）所示： 
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图 4-1 在 12 个数据集上的平均 RMSE 和平均 CC，Ridge（𝑟 = 0.1） 
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图 4-2 在 12 个数据集上的平均 RMSE 和平均 CC，RBF SVR（𝐶 = 50）  
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由图 4-1 和图 4-2 得知： 

无论对于 Ridge 还是 RBF SVR，随着𝑀增大，算法性能会有波动，这是因为训

练样本很少导致很多不确定性。但对绝大多数数据集，随着 M 增大，各算法对应的

平均 RMSE 呈减小趋势，平均 CC 呈增大趋势。这符合预期，因为相同条件下训练

样本数量越多，训练出的回归模型性能一般会更好。 

对绝大多数数据集，对绝大多数𝑀，无论是考量平均 RMSE 还是平均 CC，八种

用于 Ridge 的主动学习回归算法的性能均优于随机采样，六种用于 RBF SVR 的主动

学习回归算法的性能均优于随机采样或与随机采样相当。 

对绝大多数数据集，对绝大多数𝑀，本文提出的 iRDM 算法和 IRD 算法性能优

于大多数其他主动学习回归算法。对 Ridge，IRD 算法的性能优于 iRDM 算法；对

RBF SVR，两者性能不相上下。 

4.5.2  各主动学习回归算法在不同数据集上综合性能的对比 

由于在同一数据集上，不同主动学习回归算法的性能排序在不同𝑀处可能不同，

为了考察不同主动学习回归算法对某一特定数据集的整体性能，本实验计算各算法

在𝑀 ∈ [5,20]时对应的曲线下面积（Aera Under the Curve，简称 AUC 值），作为该

算法在该数据集上的整体表现。选择𝑀 ∈ [5,20]是因为主动学习回归算法在训练样本

较少时相对于随机采样性能提升较大，此时更能体现主动学习回归算法的价值。 

在 12 个数据集上，各主动学习回归算法的平均 RMSE 和平均 CC 的 AUC 值相

对于基线随机采样的比值见图 4-3（Ridge）和图 4-4（RBF Ridge）。由于不同数据集

的结果差异较大，图中所有结果都除以随机采样的结果，因此随机采样的结果总是

“1”。 
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图 4-3 在 12 个数据集上的归一化的平均 RMSE 和平均 CC 的 AUC 值，Ridge（𝑟 = 0.1） 

 

图 4-4 在 12 个数据集上的归一化的平均 RMSE 和平均 CC 的 AUC 值，RBF SVR（𝐶 = 50） 
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在图 4-3 和图 4-4 中 12 个数据集的平均结果的基础上，计算各主动学习回归算法的

性能相对于随机采样的提升百分比（平均 RMSE 的 AUC 值相对于随机采样的减小

百分比和平均 CC 的 AUC 值相对于随机采样的增大百分比），见表 4-2 和表 4-3。 

表 4-2 各算法性能相对于随机采样的提升百分比，12 个数据集取平均，Ridge（𝑟 = 0.1） 

 

表 4-3 各算法性能相对于随机采样的提升百分比，12 个数据集取平均，RBF SVR（𝐶 = 50） 

 

由图 4-3，图 4-4，表 4-2 和表 4-3 得知，对绝大多数数据集，以及 12 个数据集的平

均结果，无论是考量平均 RMSE 的 AUC 值还是平均 CC 的 AUC 值，对 Ridge，八

种主动学习回归算法的性能均优于随机采样，本文提出的 iRDM 算法和 IRD 算法性

能优于其他主动学习回归算法；IRD 算法优于 iRDM 算法；对 RBF SVR，两种有监

督主动学习回归算法的性能与随机采样相当，四种无监督主动学习回归算法的性能

均优于随机采样；本文提出的 iRDM 算法和 IRD 算法性能优于其他主动学习回归算

法；IRD 算法的性能与 iRDM 算法相当，仅略有提升。 

两种有监督主动学习回归算法表现不好的原因可能是训练样本过少（𝑀 ∈

[5,20]），少量的标签可能会误导采样过程，这也间接证实了第 2.1 节中提到的无监

督主动学习回归算法的优势：在训练样本很少时，采样过程不会受到已有少量标签的

误差的干扰。 

4.5.3  各算法对回归模型超参数变化的鲁棒性 

一个好的主动学习回归算法需要对回归模型的超参数具有鲁棒性，对 Ridge，本

实验考察 L2 正则化系数𝑟；对 RBF SVR，本实验考察框约束系数𝐶（𝐶也可以看作正

则化系数，𝐶减小时，等效的正则化系数增加）。由于训练样本较少，RBF SVR 中

RBF 核的参数𝜆应该设置一个较小的数值，否则容易过拟合，因此这里直接设置𝜆 =

0.01而不使用其他数值。 

QBC EMCM RD-EMCM iGS P-ALICE GSx RD iRDM IRD

RMSE 15.45 17.16 24.04 24.96 19.65 19.05 19.35 28.28 33.20

CC 8.18 8.08 14.78 8.56 15.88 5.20 17.01 30.69 38.65

QBC RSAL GSx RD iRDM IRD

RMSE 0.83 1.72 4.96 4.23 9.74 10.41

CC -0.78 0.67 1.41 6.50 16.87 19.11
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对 Ridge，𝑟 = [0.01,0.1, 1]时，八种主动学习回归算法在 12 个数据集上对应的

平均 RMSE 的 AUC 值和平均 CC 的 AUC 值相对于随机采样的比值分别见图 4-5，

图 4-3 和图 4-6；对 RBF SVR，𝐶 = [500, 50, 5]时，六种主动学习回归算法在 12 个

数据集上对应的平均 RMSE 的 AUC 值和平均 CC 的 AUC 值相对于随机采样的比值

分别见图 4-7，图 4-4 和图 4-8。 

 

图 4-5 在 12 个数据集上的归一化的平均 RMSE 和平均 CC 的 AUC 值，Ridge（𝑟 = 0.01） 
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图 4-6 在 12 个数据集上的归一化的平均 RMSE 和平均 CC 的 AUC 值，Ridge（𝑟 = 1） 

 

图 4-7 在 12 个数据集上的归一化的平均 RMSE 和平均 CC 的 AUC 值，RBF SVR（𝐶 = 500） 
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图 4-8 在 12 个数据集上的归一化的平均 RMSE 和平均 CC 的 AUC 值，RBF SVR（𝐶 = 5） 

由图 4-5、图 4-6、图 4-7 和图 4-8 得知，无论对 Ridge 中不同的𝑟还是对 RBF SVR 中

不同的𝐶，无论是考量平均 RMSE 的 AUC 值还是平均 CC 的 AUC 值，算法性能排

序基本不变，本文提出的 iRDM 算法和 IRD 算法性能依然优于其他算法。此外还能

得到一个新结论：随着正则化系数的增加（𝑟的增加和𝐶的减小），各主动学习回归算

法的性能相对于随机采样的提升变小，这符合预期，因为正则化系数增加时回归模型

方差减小，基线“随机采样”的性能提升。 

4.5.4  各算法对样本池分布的扰动的鲁棒性 

由于在实际应用中，样本池的分布不会一成不变，因此好的主动学习回归算法需

要对样本池分布的扰动具有一定的鲁棒性。本实验 100 次重复结果中，每次都随机

从数据集中选择 50%的样本当作样本池，因此每次实验使用的样本池的分布都不相

同。通过考量算法 100 次实验结果中算法性能的标准差，即可评估算法对于样本池

分布扰动的鲁棒性。 
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在 12 个数据集上，在 Ridge 中使用的八种主动学习回归算法和在 RBF SVR 中

使用的六种主动学习回归算法，在 100 次实验中对应的 RMSE 的标准差的 AUC 值

和 CC 的标准差的 AUC 值相对于随机采样的比值分别如图 4-9（Ridge）和图 4-10

（RBF SVR）所示： 

 

图 4-9 在 12 个数据集上的归一化的 RMSE 和 CC 的标准差的 AUC 值，Ridge（𝑟 = 0.1） 
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图 4-10 在 12 个数据集上的归一化的 RMSE 和 CC 的标准差的 AUC 值，RBF SVR（𝐶 = 50） 

在图 4-9 和图 4-10 中 12 个数据集的平均结果的基础上，计算各算法对应的 RMSE 的

标准差和 CC 的标准差的 AUC 值相对于随机采样的减小百分比，见表 4-4（Ridge）

和表 4-5（RBF SVR）。 

表 4-4 标准差相对于随机采样的减小百分比，12 个数据集取平均，Ridge（𝑟 = 0.1） 

 

表 4-5 标准差相对于随机采样的减小百分比，12 个数据集取平均，RBF SVR（𝐶 = 50） 

 

由图 4-9、图 4-10、表 4-4 和表 4-5 得知，对绝大多数数据集，以及 12 个数据集的平

均结果，无论是考量 RMSE 的标准差的 AUC 值还是 CC 的标准差的 AUC 值，对

Ridge，八种主动学习回归算法的稳定性均优于随机采样，本文提出的 iRDM 算法和

IRD 算法的稳定性均优于其他主动学习回归算法，IRD 算法的稳定性优于 iRDM 算

QBC EMCM RD-EMCM iGS P-ALICE GSx RD iRDM IRD

RMSE 36.42 40.89 60.03 64.86 33.48 49.24 50.57 62.36 76.64

CC 12.53 15.37 31.02 27.13 24.55 26.23 36.59 42.49 53.60

QBC RSAL GSx RD iRDM IRD

RMSE -5.15 -0.05 15.63 34.16 38.92 37.89

CC -15.64 -4.71 34.78 35.44 41.48 43.77
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法；对 RBF SVR，两种有监督主动学习回归算法的稳定性略低于随机采样，四种无

监督主动学习回归算法的稳定性优于随机采样，本文提出的 iRDM 算法和 IRD 算法

的稳定性均优于其他主动学习回归算法，IRD 算法的稳定性与 iRDM 算法相当，在

CC 上略有提升。 

4.5.5  各算法性能差异的统计测试 

为评估本文提出的 iRDM 算法和 IRD 算法相对于其他现有算法性能提升是否具

有统计显著性，以及 IRD 算法相对于 iRDM 算法的性能提升是否具有统计显著性，

本实验还进行了统计测试。本实验使用的统计测试为 Dunn 检验[46]，这种方法非常适

合于对多算法在多个数据集上多次实验的结果进行统计检验，它将在 12 个数据集上

对各算法的 RMSE 的 AUC 值和 CC 的 AUC 值进行非参数的多重比较检验，并使用

错误发现率（False Discovery Rate）的方法[47]进行𝑝值的矫正。关于 Ridge 的结果见

表 4-6，关于 RBF SVR 的结果见表 4-7，其中具有统计显著性差异的结果用粗体标

出。假设检验的原假设𝐻0是：表行索引中的算法与列索引中的算法性能没有显著差

异，备择假设𝐻1是：表行索引中的算法与列索引中的算法性能具有显著差异。 

表 4-6 非参数多重检验的𝑝值（阈值𝛼 = 0.05，如果𝑝 < 𝛼/2则拒绝𝐻0），Ridge（𝑟 = 0.1） 

 

表 4-7 非参数多重检验的𝑝值（阈值𝛼 = 0.05，如果𝑝 < 𝛼/2则拒绝𝐻0），RBF SVR（𝐶 = 50） 

 

由表 4-6 和表 4-7 得知：对 Ridge，除了 iRDM 算法在 RMSE 指标上与两种有监督主

动学习回归算法RD-EMCM 和 iGS无显著性差异外，无论考量RMSE 还是CC指标，

RS QBC EMCM
RD-

EMCM
iGS P-ALICE GSx RD iRDM

RMSE .0000 .0000 .0000 .0885 .1067 .0004 .0034 .0051 -

CC .0000 .0000 .0000 .0002 .0000 .0000 .0000 .0008 -

RMSE .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0000 .0000 .0000 .0118

CC .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0152

iRDM

IRD

RS QBC RSAL GSx RD iRDM

RMSE .0000 .0001 .0002 .0162 .0151 -

CC .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 -

RMSE .0000 .0000 .0001 .0076 .0072 .3867

CC .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .2222

iRDM

IRD
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iRDM 和 IRD 算法相对随机采样和其他八种现有算法的性能提升均具有显著性；无

论考量 RMSE 还是 CC 指标，IRD 算法对 iRDM 算法的性能提升具有显著性。对 RBF 

SVR，无论考量 RMSE 还是 CC 指标，iRDM 和 IRD 算法相对随机采样和其他六种

现有算法的性能提升均具有显著性；IRD 算法与 iRDM 算法的性能则没有显著性差

异。 

4.5.6  无监督主动学习回归算法中分散度、代表性和信息量三个核心指标的作用 

1. iRDM 算法中分散度和代表性的作用 

iRDM算法使用了分散度和代表性两个指标。首先验证分散度的作用，若将 iRDM

算法中单次优化的目标函数中的𝐷(𝐱𝑛)项去掉，则其目标函数为： 

 𝑄(𝐱𝑛) =
1

𝑅(𝐱𝑛)
  

根据𝑅(𝐱𝑛)的计算公式，此时算法将选择每个簇中距离中心最近的点，与 RD 算法等

价，因此对比 RD 算法即可。然后验证代表性的作用，构建如下对照算法 iDM：即将

iRDM 算法中单次优化的目标函数中的𝑅(𝐱𝑛)项去掉，即目标函数为： 

 𝑄(𝐱𝑛) = 𝐷(𝐱𝑛)  

因此实验将对比 RD、iDM 和 iRDM 三种算法，与之前的实验设置相同，100 次实验

中，在 12 个数据集上，这三种算法的平均 RMSE 的 AUC 值和平均 CC 的 AUC 值相

对于随机采样的比值如图 4-11（Ridge）和图 4-12（RBF SVR）所示： 



 

 56 

华 中 科 技 大 学 硕 士 学 位 论 文  

 

 

图 4-11 iRDM 算法中分散度和代表性的作用，Ridge（𝑟 = 0.1） 

 

图 4-12 iRDM 算法中分散度和代表性的作用，RBF SVR（𝐶 = 50） 
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由图 4-11 和图 4-12 得知，无论对 Ridge 还是 RBF SVR，对绝大多数数据集，以及

12个数据集的平均结果，无论是考察平均RMSE 的AUC值还是平均CC的 AUC值，

三种算法的性能排序是：iRDM>iDM>RD，这说明分散度和代表性在 iRDM 算法中

均发挥了作用。 

2. IRD 算法中分散度、代表性和信息量的作用 

IRD 算法使用了分散度-信息量联合指标和代表性指标。首先验证分散度的作用，

与 RD 算法对比即可；然后验证信息量的作用，对比 iRDM 算法即可；最后验证代表

性的作用，构建如下对照算法 ID：即将 IRD 算法中单次优化的目标函数中的 R 项去

掉，即目标函数为： 

𝑄(𝐱𝑛) = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐱𝑛 , 𝐹̅) 

因此实验将对比 RD、ID、iRDM 和 IRD 四种算法，与之前的实验设置相同，100

次实验中，在 12 个数据集上，这四种算法的平均 RMSE 的 AUC 值和平均 CC 的

AUC 值相对于随机采样的比值如图 4-13（Ridge）和图 4-14（RBF SVR）所示： 

 

图 4-13 IRD 算法中分散度、代表性和信息量的作用，Ridge（𝑟 = 0.1） 
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图 4-14 IRD 算法中分散度、代表性和信息量的作用，RBF SVR（𝐶 = 50） 

由图 4-13和图 4-14得知对绝大多数数据集，以及 12个数据集的平均结果，对 Ridge，

无论是考察平均 RMSE 的 AUC 值还是平均 CC 的 AUC 值，四种算法的排序是：

IRD>iRDM≈ID>RD，这说明分散度、代表性和信息量指标在 IRD 算法中均发挥了作

用；对 RBF SVR，四种算法的排序依然是：IRD>iRDM≈ID>RD，不过 IRD 相对于

iRDM 的提升较小，这说明分散度和代表性在 IRD 算法中均发挥了作用，但由于回

归模型类型不再是线性模型，信息量发挥的作用较小。 

4.5.7  使用无监督主动学习回归算法来提升有监督主动学习回归算法的性能 

第 2.1 节提到，可以使用无监督主动学习回归算法来为有监督主动学习回归算

法采集初始的少量样本，从而提升有监督主动学习回归算法的性能，本实验将验证

之。使用的回归模型是 Ridge，使用的算法是：分别使用随机采样和五种无监督主动

学习回归算法（P-ALICE、GSx、RD、iRDM 和 IRD 算法）为有监督主动学习回归算

法 RD-EMCM 从完全无标签的样本池中选择最初的𝑀0 = 5个待打标样本，打标并训

练初始回归模型，之后使用 RD-EMCM 算法来选择剩下的样本（算法符号：例如使
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用 iRDM 算法选择初始样本时，算法表示为：“iRDM+RD-EMCM”）。其他实验设

置与之前相同，实验同样重复 100 次。各算法在 12 个数据集上的平均 RMSE 和平均

CC 在𝑀 ∈ [5, 20]的 AUC 值相对于“RS+RD-EMCM”的比值见图 4-15。 

 

图 4-15 在 12 个数据集上的归一化的平均 RMSE 和平均 CC 的 AUC 值，Ridge（𝑟 = 0.1） 

由图 4-15 得知，对 Ridge，无论考量 RMSE 还是 CC，使用无监督主动学习回归算法

替代随机采样来为有监督主动学习回归算法 RD-EMCM 选择初始的少量样本能有效

提升 RD-EMCM 的性能；且使用本文提出的 iRDM 和 IRD 算法相比使用其他已有算

法提升更多，这是因为好的初始化能够提升初始回归模型的性能。使用 IRD 算法与

使用 iRDM 算法的性能提升幅度相当，可能原因是 IRD 算法的信息量指标与 RD-

EMCM 中的信息量指标评估方式不一致。 

4.6  实验结论及分析 

结论 1：无论是考量 RMSE 还是 CC，对 Ridge，实验中实现的所有九种主动学

习回归算法的性能和稳定性均优于随机采样；对 RBF SVR，实验中实现的所有七种
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主动学习回归算法的性能和稳定性均优于随机采样或与随机采样相当。这证明了实

验中各主动学习回归算法的有效性。 

结论 2：无论是考量 RMSE 还是 CC，无论对 Ridge 还是对 RBF SVR，本文提出

的 iRDM 算法和 IRD 算法的性能和稳定性均优于其他无监督主动学习回归算法，且

在训练样本数𝑀 ∈ [5,20]时优于有监督主动学习回归算法，且绝大多数性能差异具有

统计显著性。这证明了本文提出的 iRDM 和 IRD 相对于现有算法，在 Ridge 和 RBF 

SVR 中均具有优越性。 

结论 3：无论是考量 RMSE 还是 CC，对 Ridge，IRD 算法的性能和稳定性优于

iRDM 算法，且性能提升具有统计显著性差异；对 RBF SVR，IRD 算法的性能和稳

定性略优于 iRDM 算法，但是性能差异没有统计显著性。这验证了线性回归中 IRD

算法信息量指标的作用，且信息量指标必须依赖于已知的回归模型类型，对其他类型

的回归模型无效或效果有限。 

结论 4：对 Ridge，iRDM 算法中分散度和代表性均发挥了作用，IRD 算法中分

散度、代表性和信息量也均发挥了作用；对 RBF SVR，iRDM 算法中分散度和代表

性均发挥了作用，而 IRD 算法中仅分散度和代表性发挥了作用，信息量没有作用或

作用很小。这验证了无监督主动学习回归算法中三种核心指标的作用，以及本文提出

的三种核心指标的度量方法的合理性，也再次验证了信息量指标依赖于特定的回归

模型类型。 

结论 5：在线性回归中，使用更好的无监督主动学习回归算法来为有监督主动学

习回归算法选择初始的少量待打标样本，能够有效提升有监督主动学习回归算法的

性能。这验证了第 2.1 节阐述的无监督主动学习回归算法的第 1 项实用价值，也指

出了一种新的提升有监督主动学习回归算法性能的思路。 

结论 6：在训练样本数𝑀 ∈ [5,20]时，QBC 算法和 EMCM 算法在 Ridge 中的表

现，以及 QBC 算法和 RSAL 算法在 RBF SVR 中的表现不是很理想，性能弱于大多

数无监督主动学习回归算法，其原因是在训练样本很少时，少量的真实标签信息可能

会误导有监督主动学习回归算法的采样过程。这验证了第 2.1 节阐述的无监督主动
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学习回归算法的第 3 项实用价值（第 2.1 节阐述的无监督主动学习回归算法的第 2

项实用价值“只需与人工专家交互一次”为其本身属性，无需实验验证）。 

补充分析：在训练样本数𝑀 ∈ [5,20]时，本文提出的两种无监督主动学习回归算

法性能均优于有监督主动学习回归算法，而在大多数机器学习算法中，往往无监督学

习的性能会弱于有监督学习，这体现了“主动学习回归算法”具有一定的特殊性。不

过无监督主动学习回归算法并不能完全替代有监督主动学习回归算法，因为两者的

使用方式存在一定的差异，如图 2-1 所示，无监督主动学习回归算法能且只能一次性

选择所有的待打标样本，而有监督主动学习回归算法能够不断迭代地选择新样本来

打标并加入训练集，从而不断地更新回归模型，直到回归模型达到了预期的精度。因

此，在打标成本预算确定，即能够打标的样本数量确定的情况下，直接使用无监督主

动学习回归算法可能取得比使用有监督主动学习回归算法更好的效果。但若实际应

用中只确定了回归模型的预期精度，那么无监督主动学习回归算法只能用于选择初

始的少量待打标样本来打标并训练初始回归模型，随后还是需要使用有监督主动学

习回归算法来更新模型直到模型达到预期精度。不过无论哪一种情况，无监督主动学

习回归算法都能发挥作用，这说明本文提出的算法的适用性较广。 

4.7  本章小结 

本章实现了 11 种采样算法，包括八种现有主动学习回归算法，本文提出的两种

无监督主动学习回归算法以及基线随机采样，并在涵盖多个实际应用领域的 12 个公

开回归数据集上，使用线性回归（Ridge）和基于核的非线性回归（RBF SVR）两种

回归模型，进行了多次重复实验，然后通过大量图表分析实验数据，并使用 Dunn 算

法进行了统计检验。 

这些实验和结果验证了实验中实现的主动学习回归算法的有效性；验证了本文

提出的无监督主动学习回归算法 iRDM 和 IRD 的优越性；验证了无监督主动学习回

归算法中分散度、代表性和信息量三个核心指标的有效性及其度量方法的合理性；验

证了信息量指标对回归模型类型的依赖性；验证了使用无监督主动学习回归算法来

选择初始的少量待打标样本能有效提升有监督主动学习回归算法的性能；还验证了
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在训练样本很少时使用无监督主动学习回归算法能取得比使用有监督主动学习回归

算法更好的性能。  
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5 总结与展望 

5.1  总结 

本文研究了主动学习在回归问题中的应用，目的是解决某些回归问题中样本的

真实标签难以获取的问题。 

理论部分，本文首先将主动学习回归算法拆分为有监督情形和无监督情形，并详

细对比了无监督主动学习回归算法和有监督主动学习回归算法，指出无监督主动学

习回归算法相对于有监督主动学习回归算法的三个优势：“采样过程中无需任何真实

标签信息”，“只需要与人工专家交互一次”以及“可以替代随机采样为有监督主动

学习回归算法选择初始的少量样本来打标，从而提升其性能”；本文还为无监督主动

学习回归算法建立了基于回归模型不确定性的数学模型，并提出一种用于在无监督

主动学习回归算法中预测回归模型性能的新指标；本文还将有监督主动学习回归算

法中的分散度、代表性和信息量三个核心指标迁移到无监督主动学习回归算法中，并

在线性回归和基于核的非线性回归中使用提出的数学模型和预测指标为这三个核心

指标提供了理论解释；本文还提出了一种用于在无监督主动学习回归算法中优化待

打标样本集的交替优化框架，以及两种新的无监督主动学习回归算法：融合分散度和

代表性的 iRDM 算法，以及融合分散度、代表性和信息量的 IRD 算法，其中包含本

文提出的三种核心指标的度量方式：“分散度度量”、“代表性度量”和针对线性回

归模型的“分散度-信息量联合度量”。本文为无监督主动学习回归算法建立的数学

模型，提出的预测指标，总结的三个核心指标及其对应的三种度量方式，能为后续的

主动学习回归算法的研究提供理论依据和新思路。 

实验部分，本文在 12 个公开的回归数据集上进行了大量实验，使用线性回归

（Ridge）和基于核的非线性回归（RBF SVR）两种回归模型，证明了本文提出的无

监督主动学习回归算法的性能比现有的无监督主动学习回归算法更优越也更稳定；

实验还证明了新算法性能的提升是得益于对分散度、代表性和信息量的合理度量；实

验还详细对比了本文提出的 iRDM 算法和 IRD 算法的性能表现，发现 IRD 算法只在

线性模型中性能优于 iRDM 算法，从而证明了信息量指标对回归模型的类型具有依
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赖性；实验还证明了使用无监督主动学习回归算法代替随机采样过程为有监督主动

学习回归算法选择初始的少量待打标样本，能够有效提升有监督主动学习回归算法

的性能；此外实验还发现：在训练样本很少的条件下，本文提出的无监督主动学习回

归算法性能优于现有的有监督主动学习回归算法。 

5.2  展望 

本文的研究只考虑了主动学习在线性回归和基于核函数的非线性回归中的应用，

未来可以研究主动学习在其他功能更强大的回归模型中的应用，例如决策树回归，神

经网络回归等。 

本文中研究的主动学习回归算法在采样过程中特征空间是固定的，未来或许可

以在采样过程中引入特征变换，让特征空间更加适合当前的主动学习回归算法，从而

使算法更容易采集到有价值的样本。 

目前的工作只将主动学习与有监督回归算法结合，未来可以考虑将主动学习与

半监督回归算法结合，这样可以充分利用无标签样本的信息，进一步提升回归模型的

性能，或进一步减少打标成本。 

目前的 IRD 算法中，具有理论依据的信息量指标只在采集最初的𝑑 + 1个样本（𝑑

为样本特征维数）时用到，当训练样本数量𝑀和样本特征维度数𝑑满足𝑀 > 𝑑 + 1时需

要使用其他算法采集剩下的样本。这使得 IRD 算法被分成了两个阶段，从而降低了

算法的易用性，未来可以思考如何将它们融合为一个阶段，并提出更完善的理论解

释。 

目前的 IRD 算法在𝑀 < 𝑑 + 1时需要先对特征空间降维，而降维会丢失部分信

息，未来可以考虑如何在𝑀 < 𝑑 + 1时度量分散度和信息量，同时不丢失信息或尽可

能减少信息丢失。 

目前的 IRD 算法中分散度-信息量联合度量需要计算特征空间中的超平面方程，

若特征空间维度较高则会比较耗时，未来可以考虑如何在高维数据集中更高效地度

量分散度和信息量。 
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在使用无监督主动学习回归算法来为有监督主动学习回归算法选择初始的𝑀0个

样本时，本文仅设置𝑀0 = 5，但这不一定是最优的，今后的研究可以考虑如何根据具

体问题确定最优的𝑀0。 
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